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LWD METRISCHE BIJDRAGEN TOT 
DE THEORIE DER DIOPHANTISCHE 
APPROXIMATES IN HET LICHAAM 




Zij D = A1A2 de doorsnede van aftelbaar oneindig vele 
meetbare verzamelingen uit K(P) en heeft minstens één van de 
verzamelingen Aj, Ag, . . . . een eindige maat, dan is 
II D l l ^ l i m IIA1A2 . . . . A„ ||. 
In deze stelling mag de voorwaarde, dat minstens één van de 
verzamelingen Aj, A^, . . . . een eindige maat bezit, niet zonder 
meer worden weggelaten. 
n. 
K(P) is niet alleen een topologische ruimte in de zin van 
HAUSDORFF, doch ook in de zin van FEÉCHET-HAUSDOPFF. 
IIL 
In het proefschrift is V Stelling 19 bewezen als gevolg van 
V Stelling 18. Men kan door V Stelling 10 te hulp te roepen, deze 
volgorde omkeeren. 
IV. 
Ten onrechte beweert F. SCHUR, dat in een hyperbolische meet-
kunde uit het bestaan van twee lijnen, die elkaar op de „funda-
mentaal-kegelsnede" snijden, volgt, dat elke eigenlijke cirkel met 
iedere lijn door een inwendig punt twee eigenlijke punten gemeen 
heeft. 
F. SCHUR, „Über die hyperbolische Geometrie", Math. Ann. 59 
(1904), biz. 319/320. 
2 Stellingen 
V. 
De formule van O. BONNET voor de geodetische torsie 
laat zich, met behoud der bewijsgedachte, aanmerkelijk eenvoudiger 
bewijzen, dan dit in de gebruikelijke leerboeken geschiedt; vgl. b.v.: 
L. P . EiSENHART, Differential Geometry. 
L . BiANCHi, Vorlesungen über Differential Geometrie. 
Hk. DE VRIES, Leerboek der Differentiaal- en Integraalrekening I. 
VL •' '' 
Uit de Wisconstighe Ghedachtenissen van SIMON STEVIN kan 
het bewijs geleverd worden, dat PRINS MAURITS in de wiskundige 
wetenschappen zeer begaafd is geweest. 
VII. 
Het succes van MAURITS' krijgsverrichtingen is voornamelijk 
aan zijn wiskundig inzicht te danken; dit wordt in de literatuur 
van de krijgsgeschiedenis niet voldoende tot uiting gebracht. 
VUL 
Het negatief resultaat van het experiment van SHANKLAND be-
treffende het CoMPTON-effect heeft waarschijnlijk een triviale 
oorzaak. 
ROBERT SHANKLAND, „An Apparent Failure of the Photon Theory 
of Scattering", Physical Review, Vol. 49, Second Series, No . 1, 
1936. 
IX. 
De argumenten, welke JEANS aanvoert voor een ouderdom van 
het heelal van 10^^ jaar, zijn niet overtuigend. 
The Observatory No . 731, Vol. L V I I I , April 1935, „Proceedings 
at Meeting of the Royal Astronomical Society". 
Stellingen 3 
X. 
De zienswijze van BERNHARD BAVINK over de verhouding van 
religie en physica kan niet door den Calvinist worden aanvaard. 
B. BAVINK, „Die Naturwissenschaft auf dem Wege zur Religion", 
Verlag Moritz Diesterweg, Frankfurt am Main, 1934. 
XL 
De resultaten van de nieuwere psychologie rechtvaardigen eerder 
een éventueele intensiveering van het meetkundeonderwijs in de 
lagere klassen van de middelbare school dan die van het onderwijs 
in de algebra. 
XIL 
De in de laatste tijd zich snel ontwikkelende psychologie der 
onderwijsvakken, alsook de speciale en de algemeene psychologie 
vorderen, dat de aanstaande leeraar een paedagogisch-didactische 
opleiding geniet. 
XI I I . 
Het is wenschelijk, dat het laten bijwerken van niet op peil 
zijnde leerlingen der middelbare school aan afgestudeerde, werk-
looze leeraren worde overgelaten. School, ouders en leeraren dienen 
hiertoe mee te werken. 
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Bij het voltooien van dit proefschrift dank ik allereerst God 
voor de kracht, die Hij mij schonk bij al dezen arbeid. 
Aan het einde van mijn academische studiën moge ik dank 
brengen aan de Hoogleeraren in de Wiskunde, de Natuurkunde, 
de Sterrekunde en de Paedagogiek der Groningsche Universiteit 
voor het onderricht van hen ontvangen. In het bijzonder geldt 
deze dank den Hoogleeraren BARRAU en VAN DER CORPUT, wier 
boeiende colleges mij steeds zullen blijven heugen. 
Vervolgens betuig ik mijn groote erkentelijkheid aan de Hoog-
leeraren KOKSMA, SIZOO en WATERINK van de Vrije Universiteit 
te Amsterdam voor alles, wat zij tot mijn wetenschappelijke vor-
ming hebben bijgedragen. 
In het bijzonder ben ik U, Hooggeleerde KOKSMA, Hooggeachte 
Promotor dankbaar voor de keuze van het onderwerp, voor Uw 
warme belangstelling en voor Uw groote hulpvaardigheid, waar-
mede Gij mij bij de bewerking van dit proefschrift steeds hebt 
willen bijstaan. Uw scherpe, doch steeds opbouwende critiek, 
ingegeven door Uw zin voor de strengheid der Wiskunde, was mij 
tot een werkelijken zegen. 
Ten slotte betuig ik mijn dank aan Dr. K. MAHLER, aan wiens 
buitengewoon leerzame „Vorlesungen über Diophantische Approxi-
mationen", gehouden aan de Groningsche Universiteit in de jaren 
1934—'36, ik veel heb gehad en aan Dr. J. POPKEN voor zijn gullen 
steun bij het nazien der drukproeven. 

INLEIDING 
Het doel van dit proefschrift is om in het lichaam der z.g. 
P - a d i s c h e g e t a l l e n analoga van verschillende problemen te 
beschouwen, welke in het lichaam der reëele of complexe getallen 
van belang zijn. 
Hoofdzakelijk zullen wij beschouwen analoga van getallen-
theoretische stellingen en wel uit het gebied der Diophantische 
approximaties. ^) Dergelijke onderzoekingen zijn vooral door 
K. MAHLER^) verricht. 
De P-adische getallen werden ingevoerd door K. HENSEL en 
)̂ Een uiteenzetting van de theorie der Diophantische approximaties vindt 
men bij J. F. KOKSMA, „Diophantische Approximationen" (Ergebnisse der 
Mathematik IV, 4; Julius Springer Berlin 1936), in 't vervolg steeds aan-
gehaald met: KOKSMA. 
)̂ Een lijst der publicaties van K. MAHLER op dit gebied vindt men op 
blz. 141/142 van het onder 1) geciteerde werk. We noemen: 
1. „Ein Beweis der Transzendenz der P-adischen Exponentialfunktion", 
Journ. f. d. r. u. angew. Math. 169 (1933), blz. 61—66. 
2. ..,Zur Approximation algebraischer Zahlen I (über den gröszten Prim-
teiler binarer Formen)", Math. Ann. 107 (1933), blz. 691—730. 
3. „Zur Approximation algebraischer Zahlen II (Über die Anzahl der 
Darstellungen ganzer Zahlen durch Binarformen höheren Grades)", Math. 
Ann. 108 (1933), blz. 37—55. 
4. Zur Approximation algebraischer Zahlen III (Über die mittlere An-
zahl der Darstellungen grosser Zahlen durch binare Formen)", Acta Math. 
62 (1933), blz. 91—166. 
5. „Zur Approximation P-adischer Irrationalzahlen", Nieuw Archief voor 
wisk. (2) 18 (1934), blz. 22—34. 
6. „Über Diophantische Approximationen im Gebiete der P-adischen 
Zahlen", Jahresber. d. D. M. V. 44 (1934), blz. 250—255. 
7. „Über eine Klasseneinteilung der P-adischen Zahlen", Mathematica 
(Zutphen) 3e Jg (1934—1935), B, blz. 177—185. 
8. „Über transzendente P-adische Zahlen", Compositio Mathematica, 
Bd 2 (1935), blz. 259—275. 
9. „Über Pseudobewertungen I" Acta Math. 66 (1935) blz. 79—119. 
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door hem breedvoerig onderzocht. ^) Later heeft J. KÜRSCHAK een 
theorie der P-adische getallen ontwikkeld van een geheel ander 
standpunt uit dan HENSEL. KÜRSCHAK gaat uit van de begrippen 
w a a r d e e r i n g en g e w a a r d e e r d lichaam („Bewertung" en 
„bewerteter Körper") ^), welke begrippen we in Hoofdstuk I kort 
zullen uiteenzetten. 
Wij zullen ons in dit proefschrift geheel stellen op het standpunt 
van KÜRSCHAK, dat voor problemen, zooals wij hier beschouwen 
zeer geschikt is gebleken. Dit neemt natuurlijk niet weg, dat de 
theorie van HENSEL weer bij onderzoekingen van andere aard 
vaak de voorrang verdient. Om de eenheid van het proefschrift 
te bewaren, spreken we echter niet over HENSEL'S theorie. 
In H o o f d s t u k I I vindt men dan de theorie der P-adische 
getallen van het standpunt der waardeering. 
In H o o f d s t u k I I I worden bekende approximatie-stellingen 
betreffende getallen-systemen en systemen van lineaire vormen uit 
het reëele gebied in het P-adische overgebracht. 
Men kan ook bij de P-adische getallen de onderscheiding in 
algebraïsche en transcendente maken. Zelfs geldt hier de klassen-
indeeling van K . MAHLER voor transcendente getallen. Deze vindt 
men in H o o f d s t u k I V kort uiteengezet. 
In H o o f d s t u k V wordt een analogie opgesteld van het maat-
begrip van BOREL-LEBESGUE voor de verzameling der P-adische 
getallen. Bij de uitwerking volgen we grootendeels de methode, 
waarmede FELLER en TORNIER )̂ de maattheorie van BOREL-
LEBESGUE overdroegen op de z.g. nulruimte van BAIRE. 
Dit maatbegrip nu passen we toe om de „uitgebreidheid" van 
1) K. HENSEL, „Theorie der algebraischen Zahlen", I Band, Leipzig und 
Berlin, 1908. 
idem, „Zahlentheorie", Berlin und Leipig, 1913. 
idem, „Über die Grundlagen einer neuen Theorie der quadratischen Zahl-
körper", Journal f. d. r. u. angew. Math. 144 (1914), blz. 57—70. 
Zie ook: 
A. FRAENKEL, „Axiomatische Begründung von Hensels P-adischen Zahlen", 
Journ. f. d. r. u. angew. Math. 141 (1912), blz. 43—76. 
)̂ J. KÜRSCHAK, „Über Limesbildung und allgemeine Körpertheorie", 
Journal, f. d. r. u. angew. Math. 142 (1913), blz. 211—253. 
)̂ W. FELLER en E. TORNIER, „Mass- und Inhaltstheorie des Baireschen 
NuUraumes", Math. Ann. 107 (1933), blz. 165—187. 
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zekere belangrijke klassen transcendente P-adische getallen te 
onderzoeken. In H o o f d s t u k V I wordt n.l. de maat van de 
verzameling aller S-getallen (wat S-getallen zijn, is in Hoofdstuk IV 
vermeld) onderzocht. In overeenstemming met de stelling van 
K. MAHLER )̂ voor het reëele en complexe geval, blijkt de ver-
zameling aller niet-S-getallen de maat nul te bezitten. 
In H o o f d s t u k V I I wordt voor verzamelingen van P-adische 
getallen het begrip d i c h t h e i d gedefinieerd. Voorts worden 
hier van bekende dichtheidsstellingen van LEBESQUE )̂ en van 
KNOPP )̂ de P-adische analoga geformuleerd en het bewijs van de 
laatste stelling geleverd. Het bewijs van het analogon van de 
stelling van LEBESGUE is niet in dit proefschrift opgenomen, doch 
verschijnt binnenkort in een afzonderlijk artikel. 
In H o o f d s t u k V I I I wordt een belangrijke deelverzameling 
der P-adische S-getallen (n.l. die met Y = 1; zie blz. 70) nader 
besproken. Het blijkt, dat deze verzameling de maat nul bezit, in 
analogie met een resultaat van A. KHINTCHINE *), die de overeen-
komstige stelling voor reëele getallen bewees. De omvang van het 
proefschrift liet niet toe het volledige bewijs van deze stelling er 
in op te nemen. Ik hoop het daarom binnenkort tegelijk met het 
bovengenoemde bewijs van het analogon van de stelling van 
LEBESQUE elders te publiceeren. 
1) K. MAHLER, „Über das Mass der Menge aller S-Zahlen", Math. Ann. 
106 (1932), blz. 131—139. 
)̂ H. LEBESGUE, „Sur l'integration des functions discontinues", Ann. 
Scient. de l'Ec. Norm. Sup. (3) 27 1910, blz. 405—407. 
)̂ K. KNOPP, „Mengentheoretische Behandlung einiger Probleme der 
diophantischen Approximationen und der transfiniten Wahrscheinlichkeiten", 
Math. Ann. 95 (1926), blz. 412. 
*) A. KHINTCHINE, „Zwei Bemerkungen zu einer Arbeit von Herrn 
PERRON", Math. Zeitschr. 22 (1925), blz. 274—284. 
HOOFDSTUK I 
WAARDEERING EN GEWAARDEERDE 
LICHAMEN 
I § 1. R i n g en l i c h a a m . 
Ten einde er ons later op te kunnen beroepen, citeeren we vooraf 
de definities van r i n g en l i c h a a m . ^ ) 
In deze definities beteekent V een verzameling met louter ver-
schillende elementen, waarvan het aantal eindig of oneindig, doch 
minstens twee is. 
I Definitie 1: Wanneer aan elk tweetal, niet noodzakelijk ver-
schillende elementen a en b van V door twee operaties, die we 
optelling en vermenigvuldiging noemen, ondubbelzinnig een element 
c = a -\- b {door de eerste operatie) en een element d = ab (door de 
tweede operatie) uit V zijn toegevoegd, dan heet V {met betrekking 
tot de bovengenoemde beide operaties) een r i n g , als aan de volgende 
6 v o o r w a a r d e n is voldaan: 
1. a + b = b + 
3. {a + b)+c = a + {b+c) 
„ , , , (commutatieve wet). 
2. ab = ba ' " 
, , . ,, . , (associatieve wet). 
4. {ab)c = a{bc) J 
5. (a -f b)c = ac + bc (distributieve wet). 
6. bij ieder geordend elementenpaar a, c uit V bestaat een on-
dubbelzinnig bepaald element b uit V, zoodanig dat a + b = c (wet 
van de onbeperkte en ondubbelzinnige aftrekking). 
O p m e r k i n g : a -\- b, resp. ab heet de som, resp. het product 
van a en b. Voor het in 6 genoemde element b schrijven we ook 
b = c — a (verschil van c en a). Men toont nu aan (I Stelling la 
en 16 volgen zonder bewijs): 
I Stelling la: In iedere ring V bestaat een ondubbelzinnig bepaald 
element o {het n u l e l e m e n t ) , met de eigenschap: 
a-\-o = o-\-a = a voor alle a uit V. 
^) Zie b.v. H. HASSE, „Höhere Algebra I" Sammlung Göschen, Berlin u. 
Leipzig 1933, blz. 7—11. 
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I Stelling lb : In iedere ring V geldt: 
oc = co = 0 voor iedere c uit V. 
I Definitie 2: De in I Definitie 1 gedefinieerde ring V heet {met 
betrekking tot de daar genoemde beide operaties) een l i c h a a m , 
indien behalve de daar genoemde 6 eigenschappen nog de volgende 
eigenschap geldt: 
7. bij ieder geordend elementenpaar a, c uit V met a^O bestaat 
een ondubbelzinnig bepaald element b uit V, zoodanig dat ab = c 
(wet van de onbeperkte en ondubbelzinnige deeling). 
O p m e r k i n g 1: Voor het in 7 genoemde element b schrijven 
c 
we ook b =— (quotient van c en a). 
a 
O p m e r k i n g 2 : In het vervolg duiden we een lichaam dik-
wijls aan door l, L of A. Zonder bewijs volge nu: 
I Stelling 2: In ieder lichaam A bestaat een ondubbelzinnig 
bepaald element e=/^0 {het é é n h e i d s e l e m e n t van A), met de 
eigenschap: 
ae = ea = a voor alle a uit A. 
I § 2. B e g r i p w a a r d e e r i n g . 
I Definitie 3 : We zullen zeggen, dat een lichaam A g e w a a r -
d e e r d is, als bij elk element a van A een niet-negatief reëel getal 
W(o) behoort met de volgende eigenschappen: 
(I) W(0) = O, W(a) > O voor a 7^ 0. 
(II) W(ai) . W(o2) = ^{ajct^) voor elk tweetal elementen ô  en «2 
van A. 
(III) W(aj -\- Og) < W(oj) + W(a2) î oor elk tweetal elementen «j 
en 0L2 van A. 
((III) heet de d r i e h o e k s o n g e l i j k h e i d . ) 
Een in A gedefinieerde functie W(a) met deze eigenschappen heet 
een w a a r d e e r i n g van A. Het getal W(o) heet de w a a r d e van 
het element a. 
Ieder lichaam bezit de z.g. t r i v i a l e w a a r d e e r i n g , gede-
finieerd door: 
W(ct) = Wo(«) = i , , » 
[ 1 voor oi^Q. 
6 I Waardcering en gevpaardeerdc lichamen 
Voor het lichaam der reëele of ook dat der complexe getallen 
heeft men een zeer bekende waardeering in de functie: 
W(a) = I a I ( abso lu te w a a r d e e r i n g ) . 
Gemakkelijk is in deze gevallen te bewijzen, dat aan de waar-
deeringsvoorwaarden (I), (II) en (III) wordt voldaan. Voor het 
lichaam der complexe getallen zie men het bewijs bij VAN DER 
WAERDEN ^), terwijl het voor 't lichaam der reëele getallen evident is. 
Voor latere toepassingen zijn van belang de volgende beide 
eenvoudige stellingen: 
I Stelling 3: Is W(ot) een willekeurige waardeering van een wille-
keurig lichaam A, is e het eenheidselement van A, dan geldt: 
W(e) = 1; W(^e) = 1. 
Bewijs: Volgt direct uit (III) van I Definitie 3. 
Onmiddellijk gevolg: W(a) = W(—a.) voor ieder element « van A. 
I Stelling 4: Zijn a en p twee elementen van een gewaardeerd 
lichaam A, dan is 
I W(a) — W(p) I < W(a — p). 
Bewijs: Volgens de driehoeksongelijkheid is 
W(a) = W((a _ p) + p) < W(a — p) + W(p), dus 
(1) . . . . W(a) — W(p) < W(a — p). 
Anderzijds volgt ook uit de driehoeksongelijkheid: 
W(p) < W(p — a) + W(a), dus 
(2) . . . . W(a) — W(p) > — W(p — a). 
En daar wegens I Stelling 3 (gevolg) W(p — «) = W(a — p) is, 
volgt uit (1) en (2): 
I W(a) — W(p) I < W(a — p). 
I § 3 . B e g r i p l i m i e t en f u n d a m e n t a a l r i j in een 
g e w a a r d e e r d l i chaam. 
We gaan nu de bekende begrippen limiet en fundamentaalrij, 
die van het standpunt der absolute waarde zoowel in het lichaam 
K der rationale getallen, het lichaam R der reëele getallen, als het 
lichaam C der complexe getallen gedefinieerd zijn, overdragen in 
een willekeurig lichaam A met elementen a, dat met een wille-
)̂ B. L. VAN DER WAERDEN, „Moderne Algebra I " Berlin 1930, § 69, in 
het vervolg aangehaald: VAN DER WAERDEN. 
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keurige waardeer ingsfunctie W(a) gewaardeerd is. We behoeven 
daartoe slechts in de gewone definities het begrip „absolute waarde" 
door het begrip „waarde" te vervangen. Limieten en fundamentaal-
rijen in K, R of C in hun oorspronkelijke beteekenis zullen we, 
waar verwarring kan ontstaan, met het adjectief „gewoon" onder-
scheiden van de nieuwe begrippen. 
Q = K, R of C. 
A b s o l u t e w a a r d e e r i n g . 
I Definitie 4: Een aftelbaar 
oneindige rij getallen 
ai, Oa, 
uit het lichaam Q heet dan en 
slechts dan een f u n d a m e n -
t a a l r i j {a^}, als bij ieder po-
sitief getal 6 een natuurlijk getal 
N=N(e) te vinden is, zoodanig dat 
i a« — a™ I < e voor {̂  > N. 
I Definitie 5: Is a een getal 
van Q, dan zeggen we dan en 
slechts dan, dat de rij der ge-
tallen 
Oi , Oa, . . . . 
van Q, in Q naar de l i m i e t 
a c o n v e r g e e r t , wanneer bij 
iedere positieve e een natuurlijk 
getal N = N(e) te vinden is, zoo-
danig dat 
I â  — a\ < e voor v > N. 
We schrijven 
lim a^ a. 
A. 
W a a r d e e r i n g W(oi). 
I Definitie 4*: Een aftelbaar 
oneindige rij van elementen 
«1, ag, . . . . 
uit A heet dan en slechts dan een 
f u n d a m e n t a a l r i j ^) {a^}, als 
bij ieder positief getal e een na-
tuurlijk getal N = N(e) te vinden 
is, zoodanig dat 
W(a„ — a J < e voor C > N. 
I Definitie 5*: Is a. een ele-
ment van A, dan zeggen we dan 
en slechts dan, dat de oneindig 
voortloopende rij der elementen 
«1» «2» • • • • 
van A, in A naar de l i m i e t a 
c o n v e r g e e r t , wanneer bij ie-
dere positieve e een natuurlijk ge-
tal N = N(e) te vinden is, zoo-
danig dat 
W(a^ — a) < € voor V > N. 
We schrijven ^) 
l ima^ = a (W(a)). 
1) Om de afhankelijkheid van de gekozen waardeering uit te drukken, 
zouden we ook kunnen schrijven {(Xv}w(a). We laten dit echter uit druk-
technische overwegingen achterwege. Gebruiken we geen accolades, dan 
duiden we de fundamentaalrij ook als volgt aan: 
«1, «2, . . . . (W(a)). 
)̂ De toevoeging van het symbool W is om de afhankelijkheid van de 
gekozen waardeering uit te drukken. 
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O p m e r k i n g : I Definitie 4 
krijgt haar beteekenis door de 
bekende stelling van CAUCHY: 
I Stelling 5: Noodzakelijk, 
opdat de rij der getallen 
ai, 02, 
uit Q een limiet in Q heeft, is, 
dat deze rij een fundamentaalrij is. 
B e w ij s: bekend. 
O p m e r k i n g : We kunnen 
heel eenvoudig bewijzen het ana-
logon van de stelling van CAUCHY : 
I Stelling 5*: Noodzakelijk, 
opdat de rij der elementen 
«1, «2» • • • • 
uit A een limiet in A heeft, is, 
dat deze rij fundamentaalrij is. 
Be wij s: Zij « de limiet der rij 
«i> "2> . • • . ; 
dan is bij gegeven e > O 
W ( a „ - a ) < | , 
W ( a , . - a ) < ^ 
mits C > N = N(€), ^ 
dus is volgens de driehoeks-
ongelijkheid 
W(a„ —aJ = W(a„ —a+o—o„) 
< W ( a „ - a ) - f - W ( a ^ - a ) < e , 
q. e. d. 
Eenige bekorting geeft de volgende definitie: 
I Definitie 6: Een rij 
Cl, 02, . . . . 
uit Q heet dan en slechts dan 
nu l rij, wanneer ze het getal 
nul tot limiet heeft. 
O p m e r k i n g : Volgens I 
stelling 5 is een nulrij steeds 
fundamentaalrij. 
I Definitie 6*: Een rij 
«1> "2> • • • • 
uit A heet dan en slechts dan 
nul r i j {met betrekking tot ^{a.)), 
als ze tot limiet nul heeft. 
O p m e r k^ g 1: Volgens I 
een nulrij steeds 
ij. 
ipg 2: De rij' 
;«2, . . . . 







(Zie I Definitie 5*.) 
I Waardeering en gewaardeerde l ichamen 9 
I § 4 . E e n i g e s t e l l i n g e n o v e r f u n d a m e n t a a l r i j e n 
in g e w a a r d e e r d e l i c h a m e n . 
I Stelling 6: Zij 
a„ «2, . . . . (W(a)) 
een fundamentaalrij in A, dan is de rij 
W(ai), W(a2), . . . . 
een gewone fundamentaalrij in R {de laatste rij heeft dus een limiet 
oy in R en a fortiori zijn de getallen W(ai), W(a2)» . • . • begrensd). 
B e w i j s : Zij € een willekeurig positief getal. Volgens I Defi-
nitie 4* is er dan een natuurlijk getal N(£), zoodanig dat geldt: 
W ( a „ - a J < e £ } > N). 
Daar wegens I Stelling 4 
I W(a„) — W(a,„) | < W(a„ - a„0 
is, is dus I W(a„) — W(a„) I < e voor 1} > N, 
zoodat de rij W(ai), W(a2), 
wegens I Definitie 4 een gewone fundamentaalrij in R is. 
I Stelling 7: Zij 
a„ «2 . . . . (W(a)) 
een fundamentaalrij in A, die niet naar O convergeert, dan is er 
steeds een positief getal rj en een natuurlijk getal N te vinden, zoo-
danig dat 
( 3 ) . W(a„) > T) voor n > N. 
B e w i j s : Daar de fundamentaalrij niet naar O convergeert, 
convergeert de rij W(aj), 'Sfl{a^, . . . . wegens Opmerking 2 bij 
I Definitie 6* en I Stelling 6 naar een positieve limiet t» > O, 
waaruit onmiddellijk de juistheid van (3) volgt, b.v. met f\ = |^oj, 
I Stelling 8: ^JM {a^} en {^^} fundamentaalrijen en is {â  — p^} 
een nulrij in A met betrekking tot de waardeering W(a), dan geldt: 
• lim W(aJ = hm W(pJ. 
V—» 00 V — • o o 
B e w i j s : Daar {ô  — p^} nulrij is, is bij willekeurige 6 > 0 
W(a, _ p j < - i voor V > N(£). 
Daar voorts wegens I Stelling 4 voor iedere v 
| W ( a J - W ( P j | < W ( a , - p , ) 
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is, is dus 
I W(aJ — W(PJ I < - voor V > N(e). 
Zij nu 
l im W(a^) = to; 
dan is 
o) — W(aJ j < -^ voor V > N'(e). 
Dus geldt voor v > max (N, N ' ) : 
I '^ — W(PJ I = I <- — W(aJ + W(s) — W(p,) I 
< I CO - W(aJ I + I W(aJ - W(P,) I < €, 
d. w. z. lim W(p^) = o), q. e. d. 
V—>• 00 
I Stelling 9: Zijn {a^} en {p^} twee fundamentaalrij en in A, 
waarvan de eerste een limiet a bezit, en geldt W(a^ — P )̂ -> O, dan 
heeft ook de tweede dezelfde limiet a. 
B e w ij s: Zij € > 0. Dan geldt: 
W(P, - a) = W((P, - a j + (a, - a)) 
< W(P, — a j + W(a, — a )< e vOOr v > N(€), 
zoodat volgens I Definitie 5* de tweede fundamentaalrij a tot 
limiet heeft. 
I Stelling 10: Heeft {a^} de limiet a in A, dan geldt 
W(aJ ^W(a ) (v^a=) . 
B e w i j s : Wegens I Stelling 4 is 
|W(aJ—W(a) | < W ( a , - a ) . 
En daar {a^} de limiet a in A bezit, is 
W(a^ — a) -* O voor V ->co (zie I Defftitie 5*), 
zoodat onmiddellijk volgt . 
W(a,) - . W(«), q. e. d. 
(De stelling volgt ook onmiddellijk uit I Stelling 8 met {P }̂ = {a}.) 
I Stelling 11: Zijn {a^} en {P }̂ fundamentaalrij en in het ge-
waardeerde lichaam A, dan zijn ook de rijen 
2» KPJ 
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en mits p^ geen nulrij is 
30 
fundamentaalrij en in A. 
fê} 
O p m e r k i n g : In de fundamentaalrij {p̂ } onder 3" genoemd 
kan het element p^ volgens I Stelling 7 hoogstens voor een eindig 
aantal waarden van de index v gelijk nul zijn. Opdat de funda-
mentaalrij j—> beteekenis hebbe, laten we in dat geval in {â } en 
{P̂ } de elementen met deze indices weg. 
Bewijs: Daar {a.̂ ,} en {p̂ } fundamentaalrijen in A zijn, volgt 
uit I Definitie 4* voor willekeurige 6 > 0 : 
(4) 
W ( « „ - a „ ) < ! voor C>Ni(€) 
W(p„ — p„) < _!_ voor {™ > N2(e). 
P Door toepassing der driehoeksongelijkheid op de identiteit 
(«m + Pm) — («n + P«) = (a» — a„) -f {^^ — p„), 
verkrijgen we: 
W((a„ + p„,) — (a„ + p„)) = W((a^ — a„) -f (p^ — p„)) 
< W(a™ — a„) + W(P„, — P„), 
zoodat dus voor {™ > N3 = max (N^, N2) uit (4) volgt: 
W((a,„ + p,„) — (a„ + p„)) < e. 
En hieruit volgt wegens I Definitie 4*, dat {â  + Pv) weer een 
fundamentaalrij in A is. 
Door toepassing der driehoeksongelijkheid op de identiteit 
(«™ — Pm)"— («« — Pn) = («m — ««) — (Pm — P«), 
vinden we op precies dezelfde manier, dat ook {â  — p^} een fun-
damentaalrij in A is. 
2* Door toepassing der driehoeksongelijkheid op de identiteit 
a^P^ — a„p„ = a,„(p„ — p j + (a„ — a„)p„ volgt: 
W(«,„P,„ - a„p„) < W(a J . W(p,„ - P„) + W(a,„ - a J . W(p„) 
en dus volgens (4): 
(5) . . . . W(a™p„. —a„p„)<e(W(aJ+W(P„)) VOOr C > N3(€). 
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Volgens I Stelling 6 bezitten W(a,„) en W(p„) een van m en n 
onafhankelijke bovenste grens. 
Daar e > O willekeurig klein is, volgt dus uit (5) en I Defi-
nitie 4* onmiddellijk, dat {â P̂ } een fundamentaalrij in A is. 
3° Wegens |—[ = •{â —l en het onder 2° bewezene volgt, dat 
iPvj l PvJ r n 
we slechts behoeven aan te toonen, dat i—[ onder de gegeven 
voorwaarden een fundamentaalrij is. 
Uit de identiteit 
(Pm — P n ) volgt : 
Pm Jrn PmPïi 
W(^ -P\= Mè-) MP\ W(Pm - Pn). 
\Pm PJ \Pm/ \Pn/ 
Daar (p„) fundamentaalrij is, is voor willekeurige e > Q de 
factor W(p,„ — Pn) < e voor {̂  > N2(£). Het is dus voldoende te 
bewijzen, dat Wl — | en W( — begrensd zijn. 
\Pm/ VMn/ 
Daar de fundamentaalrij {p.,,} niet naar nul convergeert, is er 
volgens I Stelling 7 een î > O en een natuurlijk getal N te vinden, 
zoodanig dat 
W(P J > n; W(p„) > ri (-} > N) 
en dus 
Hiermee is I Stelling 11 volledig bewezen. 
I Stelling 12: Zs 
(6) 
lim â  = a (W(a)) 
V—»• o o 
lim p, = p (W(a)), 
dan is 
1° lim («, ± Pv) = « ± P (W(a)), 
V->- 00 
2° lima^P, = ap (W(a)) 
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en, mits p ^t o 
V - • 00 P v P 
Bewijs: 1" We hebben 
O < W((a, + p j - (a + p)) = W((a, - a) + (p, - p)) 
< W(o^ — a) + W(Pv — P) ^ O voor V ^ 00 volgens (6). 
En dus is volgens I Definitie 5* 
l im (a, + PJ = a + p (W(a)). 
V - > 00 
Net zoo bewijzen we 
l i m ( a , - P j = a - p (W(a)). 
2». We hebben 
f O < W(a,p, — ap) = W(<x,(P, — P) + P(a^ — ot)) 
^ ' ' ' • • • • I < W(aJ W(P, — P) + W(p) W(a, - a). 
W(oy) is een niet-negatief reëel getal met de niet-negatieve ge-
wone limiet W(a) en is dus voor voldoend groote v kleiner dan 
W(a) + 1. 
Zij C>W(a) + 1 en C>W(p) ; dan volgt uit (7): 
O < W(a^p, — <xp) < CW(p, — P) -f- CW(a, — ") ^ O, 
voor V ^ co wegens (6) en I Definitie 5*, zoodat wegens I Defi-
nitie 5* onmiddellijk volgt: 
hm a^P^= ap (W(a)). 
V—>• 0 0 
3". We hoeven klaarblijkelijk slechts te bewijzen 
l i m l = i (W(a)). 
V - > 00 Pv P 
We hebben 
(8) . . . . 0 '< w(-ï- — - ] = w ( — ) . W(p — PJ ^ O voor v ^oo, 
daar de laatste factor wegens (6) en I Definitie 5* tot nul nadert 
en voor de eerste factor geldt: 
W = = < • voor voldoend groote v t 
\PvP/ W(P,P) W(PJW(P) (W(p))2 ^ 
wegens (6) geldt immers W(P )̂ -> W(p). 
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We hebben dus wegens (8) inderdaad 
liml=i-(W(a)). 
V —» 00 Pv " 
En hiermee is I Stelling 12 volledig bewezen. 
G e v o ^ : 
I Stelling 13: Zijn in een willekeurig gewaardeerd lichaam {aj 
en {p^} nulrijen, dan zijn {% ± p^} nulrijen. 
Is {a^j} een nulrij en {p^} een fundamentaalrij, dan is {a^Pv) ^^" 
nulrij, 
Is {o^} een nulrij en {p^} een fundamentaalrij, die geen nulrij is, 
dan is \—\ een nulrij. ^) 
w 
I § 5. P e r f e c t g e w a a r d e e r d l i c h a a m . 
Zooals bekend is, is I Stelling 5 in het absoluut gewaardeerde 
lichaam K niet omkeerbaar; immers een gewone fundamentaalrij 
van rationale getallen heeft niet steeds een rationale limiet. De 
invoering van het lichaam R der reëele getallen heeft juist ten doel 
K af te sluiten, d. w. z. heeft ten doel K „in te passen" in een uit-
gebreider lichaam R met de eigenschap, dat iedere fundamentaalrij 
in K (thans dus ook een fundamentaalrij in R) een limiet in R 
heeft. Dit geschiedt bijvoorbeeld aldus: Men vat alle fundamen-
taalrijen uit K op als elementen eener nieuwe verzameling, waar-
voor men zulke rekenregels definieert, dat deze verzameling 
een lichaam R is, hetwelk een met K isomorph onderlichaam 
K' bevat en men bewijst, dat iedere fundamentaalrij in K' een 
limiet in R heeft. Voorzoover men slechts zulke eigenschappen 
in K wil beschouwen, die onveranderd doorgaan in ieder met K 
isomorph lichaam, mag men K met K' vereenzelvigen, en heeft 
men in R de gevraagde afsluiting gevonden. 
Zooals bekend is, blijkt thans I Stelling 5 in het lichaam R wél 
omkeerbaar te zijn: 
ledere fundamentaalrij van reëele getallen heeft een reëele limiet; 
anders: noodig en voldoende, opdat een rij reëele getallen een reëele 
limiet bezit, is, dat de rij fundamentaalrij zij. 
1) Zie de opmerking bij I Stelling 11. 
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Vanwege deze eigenschap noemen we R p e r f e c t . (In de ter-
minologie der verzamelingenleer is het lichaam wegens deze eigen-
schap g e s l o t e n . Dat het d i c h t in z i c h z e l f is, is evident; 
het is dus ook in verzamelingtheoretischen zin p e r f e c t ) . 
We hebben deze bekende gedachtengang tamelijk uitvoerig 
gereleveerd, omdat zij ons als leidraad zal dienen in de volgende 
§, waar we op volkomen analoge wijze een willekeurig gewaardeerd 
lichaam / inpassen in een perfect gewaardeerd lichaam L. 
Daarbij gelde de volgende definitie: 
I Definitie 7: Heeft in een gewaardeerd lichaam L iedere uit L 
genomen fundamentaalrij een limiet in L, dan heet L p e r f e c t (met 
betrekking tot de gekozen waardeering). 
I § 6. I n p a s s i n g v a n e e n g e w a a r d e e r d l i c h a a m l i n 
e e n p e r f e c t g e w a a r d e e r d l i c h a a m L. 
Aan het slot van de vorige § werd reeds aangekondigd: 
I Stelling 14: Ieder gewaardeerd lichaam l is in te passen in 
een perfect gewaardeerd lichaam L. 
O p m e r k i n g : Daar we nog niet hebben vastgelegd, wat we 
precies met het begrip „inpassen" bedoelen, heeft I Stelling 14 
iets vaags. Een strenge en uitvoerige redactie vindt men echter 
aan het eind van deze § in I Stelling 15. 
Voor het bewijs van deze stelling toonen we eerst een aantal 
hulpstellingen aan n.l. Hulpstelling 1 t/m 9. Deze hebben alle 
betrekking op een zekere verzameling L, die we vooraf gaan con-
strueeren, uitgaande van het lichaam / met elementen a, gewaar-
deerd met een waardeering w{a). 
C o n s t r u c t i e d e r v e r z a m e l i n g L : 
Zij F de verzameling aller fundamentaalrijen van /. We noemen 
twee elementen {a^} en {p^} equivalent of ge l i jk , in teeken 
K ) = {Pv}» 
dan en slechts dan als {a^ — p^} een nulrij is, d. w. z. als 
lim w{a.^ — p^) = 0. 
V - ) • oo 
Men overtuigt zich dadelijk van het feit, dat alle met een zekere 
fundamentaalrij {a^} equivalente fundamentaalrijen een k l a s s e 
vormen, d. w. z. dat de drie klasseeigenschappen gelden: 
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1. steeds is {o }̂ = {a^}, 
(I) . . . . ' 2. uit {o l̂ = {PJ volgt {PJ = {o^}, 
3. uit {a j = {Pv} en {PJ = {YVI volgt {a j = (YV). 
We zullen deze klassen met de symbolen A, B , . . . . aanduiden. 
Het is nu duidelijk, dat twee klassen A en B óf geheel samenvallen 
óf geen enkel element gemeen hebben, dat elke klasse minstens één 
element bevat en dat elke klasse door één willekeurig harer ele-
menten volledig bepaald is. Door 't bovenstaande is gerechtvaardigd: 
I Definitie 8: We noemen twee klassen A en B dan en slechts 
dan gelijk, in teeken 
A = B, 
indien ze een gemeenschappelijk element bevatten (wat volgens het 
bovenstaande inhoudt, dat ze totaal samenvallen). 
We hebben dus: 
1. A = A, 
(II) 2. uit A = B volgt B = A, 
3. uit A = B en B = C volgt A = C. 
Door de beide thans ingevoerde gelijkheidsbegrippen wordt nog 
een nieuwe schrijfwijze gerechtvaardigd, n.l. 
A = {a^}, ook {a^} = A, 
als aanduiding van het feit, dat de fundamentaalrij {o }̂ tot de 
klasse A behoort. 
Naast de relaties (I) en (II) ziet men onmiddellijk de juistheid 
der completeerende relaties (III) in: 
3a. uit {o }̂ = {p j en {p j = B volgt {%,}'= B, 
(III) I 36. uit A = B en B = {p^} volgt A = {p j , 
3c. uit A = {a^} en {%} = B volgt A = B. 
I Definitie 9: De verzameling der boven gedefinieerde klassen 
A, B, . . . . zullen we in het vervolg aanduiden met L. 
Deze definitie ligt ten grondslag aan alle volgende definities en 
hulpstellingen van dit hoofdstuk. 
O p m e r k i n g : Uit I Stelling 13 volgt, dat de klasse O aller 
nulrijen in / een i d e a a l is ; de boven gedefinieerde klassen 
A, B, . . . . zijn de r e s t k l a s s e n m o d u l o O. Daar we echter in 
dit hoofdstuk de ideaaltheorie niet bekend willen onderstellen, ver-
mijden we hare terminologie (zie bijv. VAN DER WAERDEN, blz. 53 v.v.). 
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We zullen thans in L een optelling en een vermenigvuldiging 
definieeren. 
S o m v a n t w e e e l e m e n t e n v a n L : 
Is {<\} = A en {Py} = B, dan bepaalt {â  + p^} een klasse C. 
B e w e r i n g : C i s onafhankelijk van de speciale keuze van {<x̂ } 
in A en {p^} in B . 
B e w i j s d e r b e w e r i n g : Is {a'^} = {o }̂ en {p'̂ } = {p^}, dan 
zijn {o'̂  — a^} en {P'̂  — Pv) nulrijen, dus is {(«'̂  + p ' J — (a^ + p j } 
een nulrij (I Stelling 13), en dus is {a'̂  + p'^} = {ô  + p^}. 
I Definitie 10: Men noemt C de s o m van A en B , in teeken 
(9) C = A + B = {a, + p j . 
P r o d u c t v a n t w e e e l e m e n t e n v a n L : 
Is {«^} = A en {p^} = B , dan bepaalt {<x̂ p̂ } een klasse D . 
B e w e r i n g : D i n onafhankelijk van de speciale keuze van {a^} 
in A en {p^} in B . 
B e w i j s : Is {a'^} = {a^} en {P'̂ } = {P^}, dan zijn {«̂  — a'^} en 
{Pv — P'v} nulrijen, dus is {«A—«'vP'v}= K(Pv—P'v) +P'v(«v—«'v) 
weer een nulrij (I Stelling 13) en dus is {a^Pvl = ("'vP'v}-
I Definitie 11: Men noemt Y) het p r o d u c t van A enB, in teeken 
(10) D = AB == {a^pj. 
I Hulpstelling 1: a) Is {a^} = A, {p^} = B, dan bepaalt {% — P^} 
een klasse V, die onafhankelijk is van de speciale keuze van {a^} in A 
en {Pv} in B; 
b) er geldt: 
B + V = A; 
c) geldt B + V ' = A, dan is 
V' = V . 
B e w i j s : a) Het is voldoende te bewijzen, dat uit {a'^} = {«vl 
en {p'v} = {Pv} volgt {«v — Pv} = {«'v — P'v}- Is {a'J = {a^} en 
{P'v} = {Pv}> dan zijn {a\ — a j en {p'v — Pv} nulrijen, dus is 
{(«'v - P'v) - K ~ Pv)} = {(«'v ~ 0 - (P'v - Pv)} 
weer een nulrij (I Stelling 13) en dus is 
{«V — Pv} = {«'v — p'v}. 
b) Bij ieder elementenpaar a ,̂ Pv uit het lichaam / behoort 
wegens I Definitie 1 een ondubbelzinnig bepaald element û  uit 
2 
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I, zoodanig dat Pv + "v = "v> d. w. z. "v = "v — Pv ^^^ geldt 
wegens a) : {Uv} = {"v — Pv}=V en daarom volgens I Definitie 10 
B-fV = {Pv +uv} = {«v} = A. 
c) {w'v} zij een element uit V'. We zullen bewijzen dat {o\} 
tot V behoort. Zij {Pv} een element uit B, dan behoort wegens 
B -)- V' = A het element {Pv + ^\} tot A en wegens B + V = A 
het element {Pv + "v} °°^ t°t A, zoodat {(Pv +»'v) — (Pv + "v)} = 
{u'̂  — u^} een nulrij is, d. w. z. {^\} behoort tot V. We hebben dus 
V' = {«v }=v . 
I HulpstcUing 2: a) Is {%} = A, {Pv} = B , waar {p^} geen 
nulrij is ^), dan bepaalt \—\ een klasse W, die onafhankelijk is van 
de speciale keuze van {a^} in A en {Pv} in B ; 
b) er geldt: 
WB = A; 
c) geldt W'B = A, dan is 
W' = W. 
Bewijs: a) Het is voldoende te bewijzen, dat uit {a'̂ } = {ô } en 
en {P'v — P . 
{a v _ ^ l _ K P ' V — °'vPv] _ K(P'v -Pv P'vj ~ 1 PvP'v j " l 
{p'v} = {Pv} volgt \^\ = - ^ . Is {a'v} = {«v} en {p',} = {p,}, 
dan zijn {«'v — «v} p  Pv} nulrijen en dus is 
• — Pv) — Pv("'v — «v)] 
PvP V J 
blijkbaar weer een nulrij, daar {Pv} en {p'v} en daarmee ook {PvP'v} 
geen nulrijen zijn (zie I Stelling 7). Dus is 
r vj iPvj 
b) Bij ieder elementenpaar a,̂ , Pv 7^ O uit het lichaam l behoort 
wegens I Definitie 2 een ondubbelzinnig bepaald element ŵ  uit 
"v 
/, zoodanig dat "vPv = "v d. w. z. t̂ v = ~ ' ^^^ geldt wegens a) 
Pv 
{<oJ = j — i = W en daarom volgens I Definitie 11 
WB = {co^p,} = {a,} = A. 
c) {« '̂v} zij een element uit W'. We zullen bewijzen, dat {<i>'̂ } 
)̂ Zie de opmerking bij I Stelling 11. 
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tot W behoort. Zij {Pv} een element uit B, dan behoort wegens 
W ' B = A het element {<«>'vPv} tot A en wegens WB = A het 
element {^vPv} ook tot A, zoodat {u'^p^ —cü^p^} = {CÜ'̂  — tu^}. {p^} 
een nulrij is. Daar {Py} geen nulrij is, is {w'̂  — w^} nulrij (zie 
I Stelling 13), d. w. z. {"'v} behoort tot W, dus is W' = {co'J = W. 
I Hulpstelling 3: Wordt in de verzameling L (van I Defi-
nitie 9) de optelling en de vermenigvuldiging gedefinieerd volgens 
I Definitie 10 en 11, dan is L een lichaam. 
Zijn O en e het nul-, resp. het eenheidselement van l, dan kan men 
het nulelement O, resp. het eenheidselement E van L voorstellen door 
O = {0} = O, O, O, 
E = {e} = e, e, e, . . . . . . 
B e w ij s: We merken op, dat L minstens twee verschillende ele-
menten bevat n.l. O en E (want was O = E, dan was {e—0} = {e} 
nulrij, wat niet 't geval is, wegens w(e) = 1; zie I Stelling 3). 
Verder hebben we aan te toonen, dat door de elementen van L 
wordt voldaan aan de 6 voorwaarden van I Definitie 1 en aan 
de voorwaarde van I Definitie 2. 
Ad 1. Volgens (9) is 
A + B = {â  + P J = â  + P^, «2 + Pa, 
Daar «^ en Pv elementen van een lichaam zijn, geldt wegens 
I Definitie 1 sub 1: 
«V + P v = Pv + « v ( ^ = 1' 2, . . . . ) , 
zoodat A + B = Pi + a .̂ Pa + tta, = {p^ + s } = B + A 
volgens (9). 
A d 2. Volgens (10) is 
AB = {«vPv} = «iPl' «2P2> 
Daar â  en Pv elementen van een lichaam zijn, geldt wegens 
I Definitie 1 sub 2: 
"vPv = Pv"v (v = 1, 2, ), 
zoodat AB == Pi»!, Pâ a, . . . . = {Pv«v} = BA volgens (10). 
Ad 3. (A + B) + C = {(«v + Pv) + Yv} = 
(«1 + Pi) + Yi, («2 + Pa) + Ya, . . . . 
Daar â , Pv en YV elementen van een lichaam zijn, geldt wegens 
I Definitie 1 sub 3: 
("v + Pv) + Yv = «V + (Pv + Yv) (v = 1, 2, ), 
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zoodat (A + B) + C = a^ + (Pi + Y I ) , «a + (P2 + Y2), . . . . = 
= {«V + (Pv + Yv)} = A + (B -f- C) volgens (9). 
A d 4. (AB)C = {(avPv)Yv} = ( " I P I ) Y I , (»2P2)Y2, . . . . 
Daar i\, p^ en YV elementen van een lichaam zijn, geldt wegens 
I Definitie 1 sub 4 : 
(«VPV)YV = «v(PvYv) (v = 1, 2, . . . . ) , 
zoodat 
(AB)C = ai(PiYi), <X2(P2Y2), . . • . = {«v(PvYv)} = A(BC) 
volgens (10). 
Ad 5. (A + B)C = {(s + PV)YV} = («1 + PI)YI, («2 + P2)Y2, . . . . 
Daar <\, p^ en YV elementen van een lichaam zijn, geldt wegens 
I Definitie 1 sub 5: 
("v + PV)YV = «vYv + PvYv (v = 1, 2, ), 
zoodat 
(A + B ) C = OjYi + PiYi, «2Y2 + P2Y2/ = {«vYv + PvYv} = 
= A C + B C volgens (9) en (10). 
Ad 6. Dit volgt onmiddellijk uit I Hulpstelhng 1. 
Ad 7. Dit volgt onmiddellijk uit I Hulpstelling 2. 
Ten slotte moeten we nog aantoonen, dat het element O inder-
daad het nulelement, het element E inderdaad het eenheidselement 
van L voorstelt (vergelijk I Stellingen la en 2). 
1' Is A een willekeurig element van L, dan is volgens (9) 
A + O = {a, + 0} = «1 + O, aa -1- O, . . . . 
En daar O het nulelement is van Z, is volgens I Stelling 1 
« 1 + 0 , «2 + 0, = «1, «2, = {«v} = A, 
zoodat inderdaad O de eigenschap van nulelement van L heeft. 
2** Is A weer een willekeurig element van L, dan is volgens (10) 
A E = {o^e} = a^e, a^e, 
En daar e het eenheidselement is van /, is volgens I Stelling 2 
oc^e, oae, = 0 ^ , 0 2 , = {a^} = A , 
zoodat inderdaad E de eigenschap van eenheidselement van L heeft. 
I Hulpstelling 4 : Aan elk element A van L kan een getal 
W(A) > O toegevoegd worden, zoodanig dat W(A) een waardeering 
van L is, en wel met de eigenschap, dat uit A = {%}, volgt 
lim H;(â ) = W(A), 
V - > X 
waarin w{a.) de waardeering van l is, waarvan we zijn uitgegaan. 
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B e w i j s : De rij 
w(ai), ^(aa), 
is volgens I Stelling 6 een gewone fundamentaalrij in R en bezit 
dus een limiet in R. Deze limiet is éénduidig door A bepaald en 
hangt niet af van de keuze van de fundamentaalrij {%}: immers 
geeft men A andermaal aan door de fundamentaalrij {Pv}, dan is 
{a^ — p^} nulrij, zoodat I Stelling 8 onmiddellijk leert lim ^(a^) = 
V - * 0 0 
lim iv(Pv). Deze limiet noemen we W(A). We moeten nog aan-
V->-00 
toonen, dat W voldoet aan de voorwaarden (I), (II) en (III) van 
I Definitie 3. 
1" O is voor te stellen door de rij O, O, . . . . 
Dus is W(0) = lim H;(0) = 0. 
V—* 00 
Zij nu A = {otv} een element uit L, dat ^ O is; dan is er volgens 
I Stelling 7 een positief getal n en een natuurlijk getal N, zoodanig dat 
«'(«v) > 1 voor V > N 
en dus is 
W(A) = lim ii;(ocJ > rj > 0. 
V—> 0 0 
Aan (I) van I Definitie 3 is dus voldaan. 
2P Uit het feit dat w{a.) een waardeering van l is, volgt terstond: 
M'(«VPV) = w'(«v) . W(PV) ' 
»'(«v + PV) < w(«v) + w(Pv); 
en dus ook: 
lim iv(a^p^) = lim iv(ot^). lim iv(Pv), 
V—>oo v —>• oo V—>oo 
lim iv(av + Pv) < hm ii;(av) + lim u'(Pv). 
V—>GO V—>-00 V—>-Q0 
Uit de definitie van W volgt dan: 
W(AB) = W(A) . W(B), 
W(A + B ) < W(A) + W(B), 
zoodat W aan de voorwaarden (II) en (III) van I Definitie 3 voldoet. 
I Hulpstelling 5: Zijn l en L, de lichamen uit de hulpstellingen 
3 en 4, dan vormen de elementen A = {a} = a, a, . . . . uit L, waar 
a een willekeurig element van l voorstelt, een lichaam l', isomorph met l. 
Voor de toegevoegde elementen A en a geldt: 
W(A) = W{a). 
B e w i j s : triviaal. 
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O p m e r k i n g : Onmidde l l i j k gevolg : Zijn â  uit l en A^ 
uit l' toegevoegde elementen, dan is {A }̂ dan en slechts dan een fun-
damentaalrij in l', als {ot̂ } een fundamentaalrij in l is. 
I Hulpstelling 6: Een fundamentaalrij {A }̂ uit het in I Hulp-
stelling 5 gedefinieerde lichaam l' (waarin dus A^ de fundamentaalrij 
"v' "v' . . . . ill ' voorstelt) heeft in L de limiet 
A = {«v} = "i> «2» . . . . 
Bewijs: 1) {â } is inderdaad een fundamentaalrij in l, daar 
{A }̂ een fundamentaalrij in Z' is (zie de opmerking bij I Hulp-
stelling 5); 
A is dus een element van L. 
2) A — A„ = {ô  — a„} stelt voor vaste n wegens I Stelling 11 
weer een fundamentaalrij in Z voor. 
Nu is per definitie 
W(A — A„) = lim H;(â  — "„). 
V—> 00 
Omdat {â } fundamentaalrij in l is, is deze limiet voor e > O 
en n > N(e) kleiner dan e, q. e. d. 
I Hulpstelling 7: Bij ieder element A uit L en bij willekeurige 
positieve 8 kan men een element B in l' vinden, zoodanig dat 
W(A — B) < 8. 
Bewijs: A is element uit L en stelt dus een fundamentaalrij 
â , Oa, . . . . uit Z voor. Er bestaat dus een index n, zoodanig dat 
8 
(11) . . . . jv(a„ — s ) < o ^°°^ ^̂ ê V > n. 
Voor B worde thans gekozen de fundamentaalrij 
iPvJ ^ '^nt '^nt • • • • , 
waarbij Pv = a„ (v = 1, 2, . . . . ) . 
Uit (11) volgt nu: 
8 
W(A — B) = lim iv(Pv — o j = lim iv(a„ — a j < - < S. 
V ^ - 0 0 V - * 00 ^ 
I Hulpstelling 8: L Z5 perfect. 
Bewijs: We nemen een fundamentaalrij {Av} uit L en willen 
bewijzen, dat deze een limiet A in L heeft. 
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Zij nu 8̂ , 83, . . . . een rij positieve getallen met lim 8̂  = O, 
V-»- 00 
dan is het volgens I Hulpstelling 7 steeds mogelijk in Z' een rij 
getallen 
•Dit -Da, . . . . 
te kiezen met 
W(Av — Bv) < 8,. 
Uit I Definitie 6* (zie de bijgevoegde opmerking 2) volgt dan, 
dat {Av — By} een fundamentaalrij is met limiet nul in L. Echter 
is ook {Av} een fundamentaalrij en dus volgens I Stelling 11 even-
eens {By} (verschil van twee fundamentaalrijen). 
Daar de B^ tot Z' behooren, heeft {B^} volgens I Hulpstelling 6 
een limiet A in L, maar dan heeft wegens I Stelling 9 ook {A }̂ 
dezelfde limiet A in L. 
Hiermede is I Hulpstelling 8 bewezen. 
I Hulpstelling 9: /s A een element van L, dan is er een fun-
damentaalrij {By} uit (het met Z isomorphe lichaam) Z', die A tot 
limiet heeft. 
O p m e r k i n g : Uit deze hulpstelling en I Stelling 10 volgt: 
W(A) = lim W(BJ. 
V—>• 0 0 
By kunnen we echter, als element van Z', voorstellen door de 
fundamentaalrij: 
Pv? Ï^V' » . * *, 
waar Py element van Z en iv(Pv) = W(By) is. 
Dus is W(A) = hm H;(PV). 
v->- 00 
Bewijs van I Hulpstel l ing 9: Zij 
81, 82, . . . . 
een rij positieve getallen met lim 8y = O, dan is volgens I Hulp-
V - > 0 0 
stelling 7 in Z' een rij 
Bi, Ba, . . . . 
te vinden met 
W ( A —Bv)<8y. 
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Uit I Definitie 5* volgt dus, dat de rij 
B j , Ba, . . . . 
inderdaad A tot limiet heeft en dus volgens I Stelling 5* funda-
mentaalrij in Z' is. 
C o n c l u s i e u i t de H u l p s t e l l i n g e n . 
Voor zoover we van het gewaardeerde lichaam Z slechts zulke 
eigenschappen zullen beschouwen, die invariant zijn tegen over-
gang op een met Z isomorph lichaam Z', kunnen we volgens 
I Hulpstelling 5 zonder bezwaar Z met Z' vereenzelvigen. 
Zoo opgevat ligt I Stelling 14 volledig besloten in de volgende 
stelling, die we als onmiddellijk gevolg der voorafgaande hulp-
stellingen thans kunnen formuleeren: 
I Stelling 15: Is l een met de waardeering w{a.) gewaardeerd 
lichaam {met elementen a), dan bestaat er een lichaam L {met ele-
menten A) met de volgende eigenschappen: 
A) L is gewaardeerd met een waardeering W(A). 
B) L bevat een met l isomorph onderlichaam l'; voor toegevoegde 
elementen a en A uit l en l' geldt 
w{a) = W(A). 
C) L is perfect (iedere fundamentaalrij in L heeft een limiet in L). 
D) Ieder element A van L is limiet van minstens één fundamen-
taalrij uit l'. 
HOOFDSTUK II 
P-ADISCHE GETALLEN 
II § 1. P-adische w a a r d e e r i n g . 
We beschouwen het lichaam K der rationale getallen r. Hier 
verdienen naast de triviale en absolute waardeering de oneindig 
vele z.g. P-adische waardeeringen de aandacht. 
Is P een willekeurig priemgetal, dan kunnen we blijkbaar 
bij ieder rationaal getal r^O ondubbelzinnig de geheele getallen 
ƒ en u en het natuurlijk getal v bepalen door de voorwaarde, dat 
u en v geen factor P bevatten en onderling ondeelbaar zijn, terwijl 
(12) r = P' - . 
V 
Bewering: De functie 
ni\ w/ \ f O voor r = O 
(^^) ^(^^== 1 - ' v o o r r : ^ 0 
f  V 
- JP-' 
is een waardeering van K 
Met het bewijs dezer bewering zullen we hebben gerecht-
vaardigd : 
II Definitie 1: De door (13) gedefinieerde waardeering W(r) 
heet de P-adische w a a r d e e r i n g {behoorende bij het priem-
getal P). 
Men schrijft in dit geval | r |p in plaats van W(r). 
I r |p heet de P-adische waa rde van r. 
Thans het bewijs der bewer ing , d. w. z. het bewijs, dat 
aan de voorwaarden van I Definitie 3 is voldaan: 
P Daar | r |p een reëel getal is met | O |p = O en | r |p = P~' > O 
voor r^O, wordt aan voorwaarde (I) van I Definitie 3 voldaan. 
2" Zijn Tj en Tg getallen uit K, dan is (II) evident, wanneer 
één dezer getallen = O is. We veronderstellen dus r^^Q en r^^O, 
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zoodat we deze getallen in de gedaante (12) kunnen schrijven, n.l.: 
ri = P'' - \ ra = P'A 
Vi V2 
en dus r^ra = P''"* '̂' " ^ ^ 
t-iVa 
zoodat volgens (13) geldt: 
I rira ip = P ' ' ^ ' ^ = P " ' ' . P"'^ = | ^ |p . | Ta |p. 
3" In plaats van de driehoeksongelijkheid 
I ''i + ''a lp < I ''i IP + I ''a |p 
zullen we zelfs de volgende hulpstelling bewijzen: 
II Hulpstelling 1: We hebben voor ieder tweetal rationale ge-
tallen ri en r 2 de z.g. v e r s c h e r p t e d r i e h o e k s o n g e l i j k h e i d : 
(Illa) I f"! + ra |p < max (| r^ |p, | Ta |p) 
en bovendien nog de betrekking: 
{Ulb) I ''i + '•a IP = max (| r̂  |p, | ra \p)> ™'<5 | r̂  |p 7^ | Ta |p. 
O p m e r k i n g : Blijkbaar voldoet het P-adisch gewaardeerde 
lichaam K, in tegenstelling met het absoluut gewaardeerde lichaam K, 
niet aan het axioma van ARCHIMEDES (beter van EuDOXUs); zie 
VAN DER WAERDEN I blz. 211. 
B e w i j s : De betrekkingen ( I l la en III6) zijn evident als r̂  = O 
of r2 = O is. We veronderstellen dus r^^O en r^^O en nemen 
zonder beperking der algemeenheid in de betrekkingen 
" 1 _ < " a 
Tl = P ' ' - , Ta = P'̂  
Vl V 
aan: 
(14) . . . 
Nu is 
I A < fi> d. w. z. 
1 max (I Tl |p, I Ta |p) = | r-^ |p. 
Tl + ra = P'V 
p/, 
D u s is I r i + r2 |p = I U1V2 + ^2^1 P'" ' ' |p • 
V1V2 
Vr • = I U1V2 + «21̂ 1 P'' ' ' |p . I P' ' 
en dus 
(15) I ̂ i + r2 |p = I «iVa + «11̂ 2 P''~'' IP . I ''i IP-
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Daar U1V2 + Uâ 'i P''~^' een geheel rationaal getal is, is zijn 
P-adische waarde < 1. Uit (15) en (14) volgt dus reeds onmid-
dellijk (I l la) . 
Om thans {Illb) te bewijzen, moeten we aannemen | r̂  |p 7^ | rg |p 
en dus wegens (14) / i < / a . 
Uit U1V2 ^ O (mod. P) en UaVi P^'~'' = O (mod. P), volgt 
U1V2 + u^Vi P'^~'' ^ O (mod. P), zoodat 
(16) I Uii;2 + Uai'i P'"~'' IP = 1-
Uit (16), (15) en (14) volgt onmiddellijk (III6), q. e. d. 
Blijkbaar is thans tevens volledig bewezen, dat de functie | r |p 
een waardeeringsfunctie is. 
O p m e r k i n g : Men zou ter waardeering van K kunnen pro-
beeren, in plaats van het priemgetal P een willekeurig natuurlijk 
getal n > 2 te nemen en analoog aan de P-adische waardeering 
te definieeren de eventueele „n-adische waardeering": 
O als r = O, 
r \n = in~^ als r 7^ O en r = n' —, waar u en v onderling on-
V 
deelbaar zijn en geen factor n bevatten. 
De functie | r |„ voldoet echter niet aan de waardeeringseisch (II), 
wanneer n geen priemgetal is. Zoo is b.v. voor n = 6: 
I 6 Is = I , maar | 2 Ig = 1 en | 3 Ie = 1. 
De juistheid dezer opmerking volgt ook onmiddellijk als toe-
passing van de bekende stelling van OSTROWSKI ^), dat in het 
lichaam K der rationale getallen r geen andere waardeeringen 
W(r) mogelijk zijn dan: 
1° de t r i v i a l e waardeering W(r) = Wo(r), 
2° de waardeeringen W(r) = 1̂ 1*̂  (C = constant; 0 < C < 1), 
welke afgeleid zijn uit de a b s o l u t e waardeering | r |, 
3° de waardeeringen W(r) = | r |p (C = constant > 0), welke 
voor ieder priemgetal P afgeleid zijn uit de P - a d i s c h e w a a r -
d e e r i n g I r |p. 
^) A. OSTROWSKI, „Über einige Lösungen der Funktionalgleichung 
V (x). cp (y) = tp {xy)," Acta Math. 41 (1918), blz. 271—284. 
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II § 2 . T o e p a s s i n g v a n I § 3 e n I § 4 o p de P - a d i s c h e 
w a a r d e e r i n g . 
Daar de P-adische waardeering een waardeering is, gelden de 
algemeene stellingen van I § 3 en I § 4 over limieten en funda-
mentaalrijen in een met de algemeene waardeering W gewaardeerd 
lichaam A ook voor de P-adische waardeering | r |p in K. 
We spreken af, in 't vervolg de elementen van K met de letter 
a aan te duiden, terwijl we voorts de volgende notaties gebruiken: 
(vergelijk I Definitie 4* en 5*): {av}p beteekent de fundamen-
taalrij üj, Qa» • • • • met betrekking tot de waardeering | a [p, 
a = ^ lim Oy beteekent, dat a met betrekking tot de genoemde 
V—* 00 
waardeering de limiet is der fundamentaalrij {av}p. 
Behalve de in I § 3 en I § 4 genoemde stellingen geldt voor de 
P-adische waardeering nog speciaal de volgende stelling: 
II Stelling 1: Zij 
Oi, üa, {\a IP) 
een fundamentaalrij uit K, die niet naar nul convergeert, dan bestaat 
er een natuurlijk getal N, zoodanig dat voor n > N, alle elementen an 
der rij dezelfde P-adische waarde bezitten. 
In formule: \ a^+k |p = | ^n |p {n > 'N, k > 1). 
B e w i j s : Volgens I Stelling 7 is er een positief getal Ï) en een 
natuurlijk getal N^ te vinden, zoodanig dat voor n > N^ geldt: 
(17) I a„ jp > rj. 
Daar voorts {a„}p een fundamentaalrij is, volgt uit I Definitie 4*, 
dat bij dit getal n een natuurlijk getal Na te vinden is, zoodanig dat 
(18) I a„ — a„+k IP < T) {n > N^, k > 1). 
Voor n > N = max (Ni, Na), volgt dus uit (17) en (18): 
I fln <ln+k jp = I On+k ^n |p < | Qn |p> 
en dus is volgens (IIIö) van II Hulpstelhng 1: 
I an+k IP = I flin + {an+k — an) IP = max(| a„|p, | a„+4—a„ |p) = \ a„ |p. 
II § 3. T o e p a s s i n g v a n I § 5 en I § 6 o p de P - a d i s c h e 
w a a r d e e r i n g . 
Waardeeren we nu het lichaam K der rationale getallen met 
de P-adische waardeering | a |p, dan kunnen we het aldus gewaar-
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deerde lichaam K volgens I § 5 en § I 6 uitgebreid denken tot 
een perfect gewaardeerd lichaam, dat we K(P) zullen noemen, 
en dat een met K isomorph onderlichaam K' bevat (I Stelling 15). 
Bij die uitbreiding speelt dan K de rol van Z, K(P) de rol van L 
en K' de rol van Z'. De waardeering van K(P) heet d e P-a d i s c h e 
w a a r d e e r i n g . 
De elementen a van K(P) heeten P - a d i s c h e g e t a l l e n en 
hun waarde de P - a d i s c h e w a a r d e | « |p. De elementen van 
K' heeten r a t i o n a l e P - a d i s c h e g e t a l l e n ^ ) , kort r a t i o -
n a l e g e t a l l e n (het heeft wegens de isomorphie geen zin de 
onderscheiding tusschen K en K' vol te houden; ieder element 
van K' kan volgens I Hulpstelling 5 ondubbelzinnig worden voor-
gesteld door een enkel „gewoon" rationaal getal a en het heeft 
volgens diezelfde Hulpstelling tot P-adische waarde de volgens 
I I Definitie 1 gedefinieerde P-adische waarde | a |p = P" ' van a). 
We merken nu op, dat men alle voorafgaande stellingen en hulp-
stellingen, die voor een willekeurig gewaardeerd lichaam of voor 
de perfecte uitbreiding van een gewaardeerd lichaam gelden, kan 
specialiseeren voor het lichaam K(P). We doen dit in het bijzonder 
voor I Hulpstelling 9 en I Stelling 10. 
II Stelling 2: a) Ieder P-adisch getal a (d. i. element van 
K(P)) is limiet van minstens één fundamentaalrij {a^}p van P-adisch 
gewaardeerde rationale getallen. 
b) Is a. de P-adische limiet van een fundamentaalrij {ay}p uit K(P), 
dan geldt: 
I a IP = l im I Oy |p. 
V-> 00 
O p m e r k i n g : In verband met I I Stelling 1 volgt uit boven-
s taande stelling onmiddellijk, dat de P-adische waarde van een 
1) HENSEL en KIJRSCHAK noemden de getallen van K (P) rationale P-adische 
getallen, ter onderscheiding van de elementen van zeker uitbreidingslichaam 
over een willekeurig algebraïsch grondlichaam (dit laatste laat n.l. eveneens 
een P-adische uitbreiding toe), waarvan zij de elementen algebraïsche P-adische 
getallen noemden. Doch deze benamingen zijn verwarrend, vooral voor ons 
doel; wij zullen met onze beschouwingen steeds in 't lichaam K(P) blijven 
en daarin (vergelijk Hoofdstuk IV) rationale, algebraïsche en transcendente 
getallen onderscheiden, die we zullen aanduiden met de benaming rationale 
P-adische getallen, algebraïsche P-adische getallen en transcendente P-adische 
getallen. 
30 II P-adische getallen 
willekeurig P-adisch getal a :^ O steeds een getal P ^ is, waarbij 
i een geheel rationaal getal voorstelt. Daarom hebben we o. a. 
Gevolg: Is â , Og, . . . . een oneindige rij getallen uit K(P), met 
I "i IP > 1 "a IP > • • • •» dan is lim | Oy |p = O en dus ook ^lim «y = 0. 
V->00 V—>00 
P-adische getallen met waarde < 1 heeten g e h e e l e P-adische 
getallen. (Niet alle geheele P-adische getallen uit K' maken derhalve 
aanspraak op de naam geheele rationale getallen.) 
II § 4. V e r s c h e r p t e d r i e h o e k s o n g e l i j k h e i d in K(P). 
Daar de functie | a |p in K(P) een waardeering is, gelden wegens 
I Definitie 3 in K(P) de volgende eigenschappen: 
II Stelling 3: 
(I) I O IP = 0; I a IP >O, voor iedere n^O uit K(P). 
(II) I a IP . I p IP = I a p IP 1 foor elk tweetal elementen a en p 
(III) I a + P IP < I a IP + I p IP j ur̂  K(P). 
Deze eigenschappen hebben we in II § 1 reeds aangetoond 
voor het lichaam der rationale getallen. In plaats van (III) gold 
daar zelfs de verscherpte driehoeksongelijkheid (zie II Hulp-
stelling 1). Deze geldt echter ook in K(P). We bewijzen: 
II Stelling 4: Voor ieder tweetal P-adische getallen a en p geldt 
de z.g. verscherpte driehoeksongelijkheid: 
(Illa) I o( + p IP < max (| « |p, | P |p) 
en bovendien nog de betrekking 
{Illb) I o + p IP = max (| a |p, | p |p), mits | a |p :^ | p |p. 
O p m e r k i n g : De waardeering van K(P) is dus „niet-Archi-
medisch" (zie de Opmerking bij II Hulpstelling 1). 
B e w i j s : Daar a en p wegens II Stelling 2 als elementen van 
K(P) limieten zijn van fundamentaalrijen {a„}p en {Z)„}p van ratio-
nale getallen, mogen we schrijven 
terwijl bovendien geldt 
(19) 
o = ^lim Un, 
•«-> 00 
p = ^hm b„, 
n-f 00 
a IP = Hm ün IP 
« - * 00 
1 p IP = hm 1 bn |p 
n - c oo 
II P-adische getallen 31 
Voorts geldt wegens I Stelling 12, toegepast voor de P-adische 
waardeering: 
a + P = "̂ lim (a„ + b„), 
n-^ cc 
zoodat wegens I Stelling 10 nu ook geldt: 
(20) I a + p IP = hm I a„ + 6„ |p. 
tt - > 00 
Nu is volgens (Illa) en {Illb) van II Hulpstelling 1 voor n > 1: 
(21) I a„ + 6„ IP < max (| a„ |p, | Z>„ |p), 
(22) I a„ + Z)„ IP = max (| a„ |p, | &„ |p), mits | a„ |p 7!= | b„ jp. 
We onderscheiden nu twee gevallen: 
I e geva l : I ot jp = I p |p. 
Dan is wegens (19): 
lim max (| a„ |p, | Z)„ |p) = lim | a„ |p = lim | Z)„ |p = 
n—>oo n—>oo rt—>oo 
= I a IP = I P IP = max (| a |p, | p |p). 
Uit (20) en (21) volgt dus onmiddellijk: 
I « + P IP < max (| « |p, | P |p). 
2e geva l : | a jp 7̂  | p |p, 
dus zonder beperking van de algemeenheid 
(23) I « IP < I P jp. 
Wegens (19) is er dan een index N, zoodanig dat voor n > N 
1 ö„ IP < \ On jp 
is; uit (22) volgt dus: 
I ön + 0„ lp ^ I 0„ lp, 
zoodat uit (20) onmiddellijk volgt: 
I a + p IP = hm 1 Z)„ IP = I p jp, 
n—>• 00 
of wegens (23) 
1 « + P IP = max (| « |p, | p |p). 
Uit deze resultaten volgt onmiddellijk de juistheid van (ifla) en 
(Illi) van II Stelling 4. 
Als onmiddellijk gevolg van II Stelling 4 bewijzen we: 
II Stelling 5a: De rij «j, a^, . . . . uit K(P) is dan en slechts 
dan fundamentaalrij in K(P) als ^lim {%^i — ŷ) = 0. 
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Bewijs: Dat deze voorwaarde noodig is, is evident. We be-
wijzen, dat ze voldoende is. Is e > O en 1 < n < m, dan is: 
I "m "n IP = I ("m "m-l) + • • • • + ("«+1 "n) |p 
< max (|ay+i — oty |p) < € voor n > No(e), q. e. d. 
n ^ V ^ m 
II § 5. O n e i n d i g e r eeksen in K(P). 
We beschouwen thans oneindige reeksen in K(P) en definieeren: 
II Definitie 2: Heeft de uit K(P) genomen rij 
Uo, Ui , 
de eigenschap, dat de rij 
^o> ^i> • • • • 
met 
Sn = Uo + Ui + + Un (n > 0) 
een fundamentaalrij is, dan zegt men dat de oneindige r eeks 
«o + «1 + 
c o n v e r g e n t is. 
Men noemt dan 
S = ^lim Sn 
n—>• 00 
00 
de som der reeks en schrijft S = ^^ u„. 
«==0 
Eenvoudiger )̂ dan in het reëele gebied heeft men in 't P-adische 
het volgende c o n v e r g e n t i e c r i t e r i u m , dat blijkbaar een 
onmiddellijk gevolg is van II Stelling 5a: 
II Stelling 56: Een noodige en voldoende voorwaarde voor de 
convergentie van de reeks 
«o + «1 + • 
van elementen uit K(P) is 
^lim Un = 0. 
n—>• 00 
II § 6. De e l e m e n t e n van K(P) als m a c h t r e e k s e n . 
II Stelling 6: a. Bij ieder element a ^ O van K(P) kan men één 
en slechts één paar geheele rationale getallen X en j vinden met 
1 < X < P — 1 , 
)̂ Deze eenvoud is het gevolg van de niet-Archimedische waardeering, dus 
van het gelden van de verscherpte driehoeksongelijkheid, die in het reëele of 
complexe gebied niet geldt. 
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waarvoor geldt: 
(24) I a — X P'' IP < I a |p. 
b. Daarbij is zelfs j bepaald door de betrekking 
(25) I « IP = P"'. 
O p m e r k i n g : Het rationale getal xP' heet het hoo fddee l 
van het P-adische getal « en heeft blijkbaar dezelfde P-adische 
waarde als «. Het hoofddeel van O stellen we = 0. 
Bewijs: Volgens II Stelling 2 bestaat een fundamentaalrij 
{a„}p van rationale getallen met 
ot = ^lim a„. 
n—i- oo 
Dan geldt volgens I Definitie 5* (voor e = | a |p > 0 ) : 
(26) I « — «n IP < I « IP (n > Ni((x)). 
Wegens II Stelling 1 en II Stelling 2 is 
(27) I a« IP = 1 « IP (« > N2(«)). 
Nu is a„ als rationaal getal voor te stellen door 
u . lu en V geheel rationaal, niet deel-\ 
" ~ y ybaar door P, / geheel rationaal/* 
Er geldt dus 
1^1 — P~' 
waarin ;' voor n > Na(a) volgens (27) aan (25) voldoet en dus 
onafhankelijk van n is. 
Bepalen we X zoodanig dat 
0 < X < P — 1, u — Xi; = 0 (mod. P), 
dan is X > 1 en 
u xP* lx geheel rationaal, niet deel-\ 
i; ~ y ybaar door P, k geheel > Ij' 
Dan is 
a„ — XP' p ü _ X P' = P-'-* < p-'- = 1 a„ IP (n > Na) 
\i^ / p 
en dus wegens (27) 
I a„ — X P' IP < I a |p. 
Hieruit volgt in verband met (26) wegens (Illa) van II Stel-
ling 4 voor n > max (N^, Na): 
I a — XP̂ ' IP = I (a _ a„) + (a„ — XP') jp 
< max (ja — a„ |p, | a„ — xP' |p) < | a |p. 
3 
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We hebben thans bewezen dat X en ; aan (24) en (25) voldoen 
en moeten nu nog aantoonen, dat zoowel ; als X door de eischen 
van II Stelling 6a ondubbelzinnig bepaald zijn. 
Stel er geldt: 
(28) I a — X'P'' IP < I a IP = P"' 
voor geheele rationale X' en ; ' met 
1 < X' < P — 1 . 
Nemen we nu aan ; ' ^ j , dan is volgens (Illè) van II Stelling 4: 
I a — X'P '̂ IP = max (| a |p, | X'P '̂ |p) = max (P"'', P"'"), 
wat in ieder geval strijdt met (28). 
Zeker is in (28) dus ; = / . Dan volgt uit (24) en (28) 
I X — X' lp . I P̂ ' IP = I XP' — X'P '̂ IP = | xp> _ a + « _ X'P-'' |p 
< max (I XP' — a !p, I a — X'P' (p) < P" ' = | P> jp, 
dus I X—X' |p< 1, d. w. z. ^ — '*•' deelbaar door P, waaruit wegens 
1 < X < P — 1 en 1 < X ' < P — 1 volgt: 
X = X', q. e. d. 
We gaan thans bewijzen de belangrijke 
II Stelling 7: Ieder P-adisch getal a^O laat zich ondubbelzinnig 
schrijven in de gedaante 
(29) a = ^2: a P'" '̂ i'^i ^" ^ geheel rationaal, 
i=o * io < a ; < P — 1 , a o > 1 , ; > —oo 
O p m e r k i n g : Tot juist begrip van II Stelling 7 bewijzen we 
eerst de bijna triviale 
II Stelling 8: ledere reeks {machtreeks) van de gedaante (29) 
convergeert in K(P). Haar som stelt dus een P-adisch getal a voor. 
De P-adische waarde van a. is P~'. 
B e w i j s : De P-adische waarde van de algemeene term â P'""̂  
is blijkbaar P"'~' en nadert met onbegrensd aangroeiende i tot nul, 
zoodat de convergentie onmiddellijk uit II Stelling 56 volgt. 
Is S„ de som der eerste n termen der reeks, dan is volgens {Illb) 
van II Stelhng 4 
I S„ IP = max (I a,P'+* |p) = P ' ^ 
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Daar a = ^lim S„ is, is volgens II Stelling 26 
n—> oo 
I a IP = lim I S„ IP = P~^ q. e. d. 
Thans volge: 
B e w i j s v a n I I S t e l l i n g 7: 
Zij ot :^ O een willekeurig element van K(P); zijn hoofddeel zij 
XgP'; is het getal o-, — X^P' -zjz. O, zoo zij X^P'̂ *' zijn hoofddeel; is het 
getal ot — X(,P' — XiP'+''' zfL O, zoo zij XaP'"*-*̂ "*-*̂  zijn hoofddeel, enz. 
De getallen 
h\, n^, . . . . 
vormen een afbrekende of wel een oneindig voortloopende rij; 
volgens II Stelling 6 zijn ze alle > 1, terwijl de bijbehoorende getallen 
XQ» ^1> ^2> • • • 't 
tot de rij 1, 2, . . . . , P — 1 behooren. 
We beschouwen nu de reeks 
(30) a = Pl 'aiP '+ ' , 
waarin als coëfficiënten van 
py p;+Ai pi+^i+ftz 
respectievelijk de getallen 
optreden en de overige coëfficiënten alle gelijk aan nul gesteld zijn. 
Deze reeks is van de gedaante (29), convergeert volgens II Stelling 
8 en haar som is blijkbaar gelijk aan de som 
(31) i'_V-Xj^pj+*i+A>+....+\ 
uitgestrekt over een eindig, resp. oneindig aantal termen. 
We moeten nu nog slechts twee dingen aantoonen: 
V De som van (31) is gelijk aan ot. 
2" (31) is de eenigste ontwikkeling der gedaante (29) voor het 
getal ot. 
P Is het aantal termen in (31) eindig, dan is het gestelde 
wegens constructie der som (31) evident. We nemen dus aan, 
dat (31) oneindig veel termen bevat. Beschouw S'j, d. w. z. de 
som der eerste n termen van de reeks (31). Volgens de ontstaans-
wijze onzer reeks (31) is het hoofddeel van ot — S^ gelijk aan 
X„ P'+''>+•• • • + \ dus is volgens II Stelling 6 
I a — S;jp = p-<'+*'+ • • • • "n^ < e voor n > N(6), q. e. d. 
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2" Beschouw een willekeurige reeksontwikkeling van de ge-
daante (29) met gegeven som «. 
Zij n > O, S„ de som der eerste n-termen (met SQ bedoelen 
we 't getal 0) en zij a„ :^ 0; dan is 
00 
(a — S J — a„P'+" = ^Z akP^K-
i- = n+l 
Volgens II Stelling 8 is dus 
I (ot — S„) — a„P'+" IP < p- '-"-i < P-'-", 
echter 
l a S 1 — -Q-i-n 
I " •->« lp *: 
Hieruit volgt wegens II Stelling 6 onmiddellijk, dat a„P''''" het 
hoofddeel van ot — S„ is. 
Daar het hoofddeel ondubbelzinnig bepaald is, zijn alle termen 
in (29) door het getal a ondubbelzinnig vastgelegd. Q. e. d. 
O p m e r k i n g : Het P-adisch getal 
a ^ p^- Q̂  ps Uk geheel rationaal, 0 < a i , < P — 1 {k> — T),\ 
k^-T ' \ a_^>0, o: < T < oo j 
duiden we ook als 't volgt aan: 
. . . f a = a_T:a_x+i . . . . ao, a-^a^ . . . . als T > O, 
' • ' ' * * * * I ot = O, 00 . . . . O-TO-TT+I . . . . als T < 0. 
In bovenstaande vorm is dus ieder P-adisch getal ondubbel-
zinnig te schrijven, indien we ook nog het getal O als volgt aan-
duiden : 
O = 0 , 0 0 . . . . 
Het kan geen verwarring geven, wanneer we deze ontwikkelingen 
nog naar links door toevoeging van een eindig of oneindig aantal 
nullen voortzetten. 
In plaats van bovenstaande ontwikkelingen mogen we derhalve 
ook schrijven: 
a = . . . . OOa-T-O-T-f 1 . . . . ao, aia2 . . . . als T > O 
o = 0 0 , 0 0 a-..a-^-i^ a l s T < 0 
0 = . . . . 00, 00 . . . . 0 0 . . ! . 
(B) 
II § 7. I n v o e r i n g v a n Kt(P). 
II Definitie 3: Voor iedere eindige geheele rationale waarde van 
t beteekent Kj(P) de verzameling aller P-adische getallen a met 
I « lp < P' . 
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Deze verzameling is dus een deelverzameling van K(P) en iden-
tiek met de verzameling aller getallen ot: 
oo 
« = -1" atP" {Uk geheel rationaal, 0 < a 4 < P — 1 {k > — t)). 
k = -t 
We kunnen bij vaste t dus ook de getallen van K((P) schrijven 
in de gedaante 
ot = . . . . 00a_(a_(+i . . . . Oo, ajOg voor f > O 
(C) ot = 00, 00 a-^a-t+i 
voor f < 0. 
Deze laatste notatie heeft het bezwaar, dat we steeds de onder-
scheiding f > O, f < O moeten maken. Indien t een vast gegeven 
geheel getal voorstelt, is echter een getal ot uit Kt(P) ook volkomen 
bepaald door de rij 
(D) (a-ffl-t+i ) , 
die we c o ë f f i c i ë n t e n w i j z e r zullen noemen. Immers door het 
gegeven zijn van t kan men uit een willekeurige coëfficiëntenwijzer 
onmiddellijk de notatie (A), (B) en (C) terugvinden. 
O p m e r k i n g : Blijkbaar geldt: 
. . . . c K_a c K_i c Ko c Ki c Ka c . . . . c K(P). 
KQ is blijkbaar de verzameling aller geheele P-adische getallen. 
K(P) kunnen we in verband met bovenstaande ook aanduiden met 
Koo (P)> terwijl we de leege verzameling met K_co zouden kunnen 
aanduiden. 
II § 8 . F u n d a m e n t a a l r i j in Kj(P). 
II Definitie 4: Een rij getallen 
ctj, Oa, 
uit K((P) heet dan en slechts dan f u n d a m e n t a a l r i j in Kt(P), 
indien zij fundamentaalrij in K(P) is, d. w. z.: 
als bij ieder positief getal e een natuurlijk getal N = N(e) te vinden 
is, zoodanig dat 
I «« — «m IP < £ voor {", > N. 
II Stelling 9: ledere fundamentaalrij in K((P) heeft een limiet 
in K<(P). 
O p m e r k i n g : Dat ze een limiet in K(P) heeft, is volgens 
II Definitie 4 evident. 
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B e w i j s : Is {a^}p een fundamentaalrij in Kj(P), dus in K(P), 
dan geldt wegens II Stelling 2b voor hare limiet « 
I a |p = lim I â  |p. 
V—>• c c 
Voor iedere v is echter | «v ir < P'> dus | a [p < P' , d. w. z. 
a ligt in K,(P). 
II § 9 . M e t r i s c h e en t o p o l o g i s c h e s t e l l i n g e n in 
K(P). 
We zullen in deze § bewijzen, dat men K(P) (en ook Kt(P)) als 
metrische en ook als topologische ruimte kan opvatten. Voor vele 
stellingen in K(P) en K((P) zullen we dan kunnen verwijzen naar 
de theorie zulker ruimten. )̂ Daartoe geven we vooraf de volgende 
definities: 
II Definitie 5: Een m e t r i s c h e verzameling M (metrische 
ruimte) is een puntverzameling met de eigenschap, dat bij elk punten-
paar x en y, dat tot M behoort, een re'èele functie 9{x,y) (de af-
s t a n d van X en y) is gedefinieerd met de volgende eigenschappen'. 
in / N f O voor X = y, 
'' '^'''y^^[>Ovoorx^y, 
2» p{x, y) = p{y, x), 
3" p(x, z) < p{x, y) + p{y, z). 
Gevolg: ledere deelverzameling van een metrische verzameling 
is weer metrisch. 
II Definitie 6: Een verzameling V heet een t o p o l o g i s c h e 
{topologisch volgens HAUSDORFF) verzameling (topologische ruimte), als 
aan elk punt x van V deelverzamelingen U(x) [omgevingen van x) 
zijn toegevoegd, zoodanig dat de volgende 4 eigenschappen {omgevings-
axioma's van HAUSDORFF) gelden: 
P Ieder punt x van V ligt in iedere omgeving U(x) van x. 
2" De doorsnede van twee willekeurige omgevingen van hetzelfde 
punt X van V bevat een omgeving van x. 
3" ledere omgeving bevat een omgeving van elk harer punten, 
m. a. w. is y een punt van de omgeving \5{x) van x, dan is er een 
omgeving U(y) van y met _ 
, U{y) s U(x). 
)̂ Bedoelde theorieën vindt men uitvoerig o. a. bij F. HAUSDORFF „Grund-
Züge der Mengenlehre", Leipzig 1914. P. ALEXANDROFF U. H . HOPF, 
„Topologie I", Kap 1 blz. 24—83, Berlin 1935. 
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4" Bij twee willekeurige punten x en y {x^y) van V, behooren 
twee buiten elkaar gelegen omgevingen U(x) en \3{y). 
Het verband tusschen de aldus gedefinieerde metrische en topo-
logische ruimte wordt uitgedrukt door de volgende stelling: 
II Stelling 10: Indien in een metrische ruimte M als omgeving 
\Jx van een punt x van M gedefinieerd wordt iedere verzameling van 
punten y met , , , n ^^ 
9{x, y)<f. (e > O, vast), 
dan is deze metrische ruimte topologisch. 
B e w ij s: Men behoeft slechts aan te toonen, dat de in deze 
stelling gedefinieerde omgevingen (z.g. spherische omgevingen) 
voldoen aan de 4 axioma's van HAUSDORFF. Zie hiervoor HAUS-
DORFF (I.e. blz. 381), bl2. 213—214. 
Om nu K(P) tot metrische en topologische ruimte te maken, 
dienen we eerst in K(P) te definieeren de P-adische afstand en 
P-adische omgevingen. 
II Definitie 7: Onder de P-adische a f s t a n d {kort a f s t a n d ) 
van twee P-adische punten « en p uit K(P) verstaan we de P-adische 
waarde | a — p |p van het verschil der getallen o- en p. 
II Definitie 8: Onder een P-adische o m g e v i n g {kort om-
g e v i n g ) van een punt a uit K(P), resp. Kj(P) verstaan we de ver-
zameling van alle punten ? van K(P), resp. Kt(P), waarvoor geldt: 
I 5 — a |p < e (E > 0). 
O p m e r k i n g : We noemen deze omgeving ook e-omgeving. 
II Stelling 11: K(P) is metrisch. 
B e w i j s : Wegens II Definitie 7 is bij elk tweetal punten a en 
P van K(P) de reëele functie | a — p |p als afstand gedefinieerd. 
Daar voorts wegens II Stelling 3 (I) en (III) geldt: 
voor a — P = O, fO  
1>0 1 0 | a — p , p - , ^ „ _ , ^ ' - " voor a — P =7= o, 
3« |a — Y | P = | « — p - f p — Y | p < | a — p | p + | p — Y | P 
en wegens I Stelling 4 (gevolg), toegepast voor de P-adische waar-
deering, geldt: 
2» | a — p | p = | p — a | p , 
wordt aan alle drie voorwaarden van II Definitie 5 voldaan, zoodat 
K(P) een metrische verzameling is. 
Gevolg: K((P) is metrisch. 
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II Stelling 12: K(P) en K((P) zijn topologisch. 
B e w i j s : K(P) en K((P) zijn wegens II Stelling 11 en gevolg 
metrisch. Voorts is het begrip omgeving volgens II Definitie 8 in 
K(P) en K((P) gedefinieerd. Uit II Stelling 10 volgt dan onmid-
dellijk dat K(P) en K((P) topologisch zijn. 
Voorts volgt nog gemakkelijk de waarheid van 
II Stelling 13: K(P) heeft geen geisoleerde punten, d. w.z.: iedere 
omgeving van een willekeurig punt a. van K(P) bevat punten van 
K(P), verschillend van a. 
B e w ij s: Zij 
a = {a^tCl-t+l • . • • flnfln+l ) 
een willekeurig punt van K(P) en zij e > 0; kies dan n zoo groot, 
dat P - " < e (waar n > — t is). 
Er bestaat in Ki(P) een verzameling punten §: 
? = (üf-jfl-j+i . . . . a„Xn+iXn+2 • • • • / > 
waarvoor in de coëfficiëntenwijzer de geheele rationale coëffi-
ciënten O-t t/m a,i vast zijn en gelijk aan de overeenkomstige 
coëfficiënten van het gegeven punt a, terwijl de coëfficiënten Xn+i, 
jc„+2, • . . . alle waarden O, 1, . . . . , P — 1 kunnen aannemen. 
Kies uit deze oneindig vele punten ? één, waarbij x„+i ^ a„+i 
is, dan is ? ^ a en dan geldt volgens II Stelling 8: 
I ? — « |p = I (>:n+i — a«+i) P"+' + . . . . jp = P-'"+i' < P - " < €, 
waarmee het gestelde bewezen is. 
In iedere topologische ruimte R en derhalve ook in K(P) zijn 
de begrippen verdichtingspunt, inwendig punt, gesloten verza-
meling, open verzameling e. a. te definieeren. 
II Definitie 9: Een punt a. heet v e r d i c h t i n g s p u n t van 
een verzameling V in R, als in iedere omgeving van a punten liggen, 
verschillend van a, die tot V behooren. 
II Definitie 10: Een punt a. heet i n w e n d i g p u n t van een 
verzameling V in R, als met a ook alle punten eener omgeving van 
a tot V behooren. 
II Definitie 11 : Een verzameling V in R heet g e s l o t e n , als 
de verzameling al haar verdichtingspunten bevat. 
II Definitie 12: Een verzameling V in R heet o p e n , als de 
verzameling uitsluitend uit inwendige punten bestaat. 
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II Definitie 13: Een verzameling V in R heet d i c h t in z i c h 
z e l f (d. i. z. z.), indien ieder punt der verzameling verdichtingspunt 
van V is. 
II Definitie 14: Een verzameling V in R heet p e r f e c t , indien 
ze zoowel gesloten als d. i. z. z. is. 
Gevolgen : 
1» K(P) is open. 
2" Wegens I Stelling 15 C: K(P) is gesloten. 
3" Wegens II Stelling 13: K(P) is d.i.z.z. en dus wegens 
2" en 3" : 
4« K(P) is perfect. 
5" Wegens II Stelling 9: K((P) is gesloten. 
We geven nu eenige in het vervolg veel gebruikte stellingen weer, 
die in iedere topologische ruimte en dus ook in K(P) gelden. 
II Stelling 14: Is een verzameling V in R gesloten, dan is de 
complementaire verzameling C(V) t. o. v. R open en omgekeerd is het 
complement van een open verzameling gesloten. 
(Onder C(V) t. o. v. R verstaat men de punten van R, die niet 
tot V behooren). 
B e w i j s : zie HAUSDORFF (I.e. blz. 38^), blz. 228. 
II Stelling 15: De som van een willekeurig aantal en de door-
snede van een eindig aantal open verzamelingen is open. 
B e w i j s : zie HAUSDORFF (I.e. blz. 38^̂ ), blz. 216. 
II Stelling 16: De som van een eindig aantal en de doorsnede 
van een willekeurig aantal gesloten verzamelingen is gesloten. 
B e w i j s : zie HAUSDORFF (I.e. blz. 38^), blz. 225. 
Voorts gelden in iedere metrische ruimte de definities: 
II Definitie 15: Een aftelbaar oneindige rij punten a^, a^, .... 
uit een metrische ruimte M heet een f u n d a m e n t a a l r i j , als bij 
ieder positief getal e een natuurlijk getal N(€) bestaat, zoodanig dat 
de afstand p{an, a^) < E voor {", > N. 
II Definitie 16: We zullen een metrische ruimte M v o l l e d i g 
noemen, als iedere fundamentaalrij uit M een limiet heeft in M. 
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Uit II Stelling 11 (gevolg) en II Stelling 9 volgt terstond: 
II Stelling 17: K((P) is een volledige (metrische) ruimte. 
We vermelden tot slot nu nog de volgende belangrijke II Stel-
ling 18, voorafgegaan door II Definitie 17: 
II Definitie 17: Onder de d i a m e t e r d van een puntver-
zameling A in een metrische ruimte M verstaan we de bovenste grens 
van de afstanden aller puntenparen uit A. Is d eindig, dan heet de 
verzameling b e g r e n s d . 
II Stelling 18: Zij V een volledige (metrische) ruimte en zij 
Al 5 Ag ̂  A3 ^ . . . . ^ A„ i A„41 ^ . . . . 
een oneindige rij in elkaar passende gesloten verzamelingen uit V, 
waarvan de diameter tot nul nadert en waarvan elke A^(v = 1, 2, . . . . ) 
minstens één punt bevat; dan is er één en slechts één punt, dat tot 
alle verzamelingen A^ behoort. 
B e w i j s : zie HAUSDORFF (I.e. blz. 38^) blz. 318. 
II § 10. F u n c t i e s in K(P). 
Voegt men aan iedere x van een verzameling V van P-adische 
getallen een P-adisch getal y = F{x) toe, dan heet y een functie 
van x, die op de verzameling V gedefinieerd is. Is F(x) gedefi-
nieerd in een punt XQ en in alle punten x eener omgeving U van 
XQ en geldt voor iedere fundamentaalrij van getallen x„ uit U met 
• l̂im Xn = Xg de betrekking: 
n->co 
^lim F{x„) = F(xo), 
dan heet de functie F(x) c o n t i n u in h e t p u n t x^. We defi-
nieeren het begrip r a t i o n a l e f u n c t i e volkomen op dezelfde 
wijze als in het reëele of complexe gebied. Een gehee le r a t i o n a l e 
f u n c t i e is dus een veelterm van de graad m > O in x; een ge-
b r o k e n r a t i o n a l e f u n c t i e is het quotient van twee zulke veel-
termen. Uit I Stelling 12, toegepast op K(P) volgt dan onmiddellijk: 
II Stelling 19: ledere rationale functie F{x) is continu in alle x 
uit K(P), waar F{x) gedefinieerd is (d. w. z. in alle x, waar de 
noemer niet nul is). 
HOOFDSTUK III 
DIOPHANTISCHE APPROXIMATIES IN K(P) 
III § 1. S t e l l i n g v a n M i n k o w s k i o v e r l i n e a i r e v o r -
m e n m e t t o e p a s s i n g e n . 
In deze § is alles reëel. 
De beroemde stelling van MINKOWSKI ^) over lineaire vormen 
luidt: 
III Stelling 1: Zijn 
Li {x) = y; a-ij Xj {i = 1, 2, , n) 
; = 1 
n lineaire vormen in n variabelen Xj met reëele coëfficiënten a^. en 
met de determinant rf = | â -̂j ^ O en zijn p^, Pg, . . . . , p„ 
n positieve getallen met 
(32) /7 p, > I d I, 
dan is het systeem ongelijkheden 
n 
\^ «iy^,l < P i ( z = 1' 2, . . . . , n) 
; = 1 
oplosbaar in geheele rationale getallen Xj (;' = 1, 2, . . . . n), die 
niet alle nul zijn. 
We geven van deze stelling van MINKOWSKI twee toepassingen 
door n.l. de bekende stellingen van DIRICHLET en KRONECKER af 
te leiden, die door hen in vrijwel dezelfde vorm met behulp 
van de ladenmethode van DIRICHLET werden bewezen, n.l. 
III Stelling 2: Bij iedere vorm 
L = y + «i^i + «2''̂ 2 + + "nXn, 
waarvan de coëfficiënten a ,̂ a^, . . . . a„ reëel zijn en bij iedere t >l 
^) H. MINKOWSKI „Geometrie der Zahlen", Leipzig—Berlin 1910, blz. 104. 
Zie ook KoKSMA Kap. II § 2, blz. 15 v.v., waarin ook een bewijs. 
44 III Diophantischc approxitnaties in K(P) 
kan men minstens één roosterpunt {y, x^, x^, ...., x„) vinden, zoo-
danig dat geldt: ^ 
1 < X < («, 
|L|<i , 
waarbij X = max (| ;ci |, | Xg |, , | x„ |). 
Gevolg: Bij iedere A > O is er een roosterpunt {x^, ...., x„) 
met X > A en een geheele y, zoodanig dat 
ILK-L. 
' ' X" 
Bewijs van I I I S t e l l i n g 2: We beschouwen het stelsel 
ongelijkheden 
, 1 
y + «iXj + «2̂ 2 + + ^nXn \ < -> 
x J < f" (v = 1, 2, n) 
De determinant van het betreffende stelsel lineaire vormen in 
(33) is gelijk aan — 1, terwijl 't product van de rechter leden gelijk 
(33) 
U"/ X — is aan    = 1, zoodat aan de voorwaarde (32) van de 
Stelling van MINKOWSKI voldaan is en dus het systeem (33) op-
losbaar is in geheele rationale getallen y, x^, x^, ...., x„, die niet 
alle nul zijn. 
Daarbij is zeker minstens één der Xj^O (1 < ; < n), anders 
volgde uit de eerste ongelijkheid van (33): 
1 < I y I < - , 
t 
hetgeen wegens t > l onmogelijk is. Dus hebben we: 
i , , 1 
1 <X < t», |L I < —. 
III Stelling 3: Bij ieder n-ledig systeem reëele getallen 
" l > " 2 > • • • •> " n 
en bij iedere r >\ is er minstens één roosterpunt {x, y^, y^, ...., y„) 
te vinden, zoodanig dat geldt: 
1 < ;c < r", 
K x — y j < — < — (v = 1, 2, ,n). 
x'» 
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Gevolg: Bij iedere A > 0 is er een systeem van n breuken 




B e w i j s v a n I I I S t e l l i n g 3 : We beschouwen het stelsel 
ongelijkheden 
(34) .. 
x\ < r", 
a^—y^\ < - (v = 1, 2, , n). 
De determinant van het betreffende stelsel lineaire vormen in 
(34) is gelijk aan 
1 O O O 
« 1 — 1 O O 




zoodat de absolute waarde blijkbaar 1 is. 
Het product van de rechter leden van het systeem (34) is gelijk 
aan 1, zoodat aan de voorwaarde (32) van de stelling van M I N -
KOWSKI is voldaan en dus het systeem (34) oplosbaar is in geheele 
rationale getallen x, y^, y^, ...., y„, die niet alle gelijk nul zijn; 
gesteld X = O, dan zou voor minstens één waarde v gelden y^^O 
en zou 




zijn, hetgeen strijdig is met r > 1. Dus is x 7^ 0; we kunnen blijk-
baar de teekens in de oplossing x, y^, y2, ...., yn zoo noodig alle 
omkeeren, en dus zorgen dat x > 1 is. 
III § 2. S t e l l i n g e n v a n PERRON en KHINTCHINE o v e r 
e x t r e m e l i nea i r e v o r m e n en e x t r e m e g e t a l l e n s y s t e m e n . 
III Stellingen 2 en 3 rechtvaardigen de volgende definities 
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van „extreme lineaire vormen" en „extreme getallensystemen" 
(volgens KHINTCHINE ^)). 
I l l Definitie 1: De lineaire vorm 
n 
Xo + ^^ «v^V 
v = l 
met reëele coëfficiënten aj, a^, ...., a„ heet e x t r e e m , als er een 
constante C = C(oti, . . . . , a „ ) > 0 bestaat, zoodanig dat bij ieder 
willekeurig systeem geheele getallen 
"̂ 0> ^l> '̂ 2> . • • . , kil, 
die niet alle nul zijn, geldt: 
n /-• 
v = i k" 
waar k = max (| ki\, \ k2\, ...., \ k,i |). 
III Definitie 2: Een systeem van n reëele getallen 
heet e x t r e e m , als er een constante B = B{ai^, ...., «„) > 0 6e-
staat, zoodanig, dat bij ieder willekeurig systeem geheele getallen 
q>0, pi, P2, , Pn 
minstens één der n ongelijkheden 
9 
B 
> r ( ^ = 1. 2, . . . . , n) 
q'^-> 
geldt. 
KHINTCHINE stelde deze definities op naar aanleiding van een 
verhandeling van O. PERRON ^), waarin deze impliciet de vol-
gende stelling bewees: 
III Stelling 4: Is de lineaire vorm 
n 
XQ ~ r ^ Ot̂ Xy 
v = l 
extreem, dan vormen de coëfficiënten 
" 1 , "2» • • • . , "^n 
een extreem getallensysteem. ^) 
1) A. K H I N T C H I N E „Zwei Bemerkungen zu einer Arbeit des Herrn P E R R O N " , 
Math. Zeitschr. 22 (1925), blz. 274—284. Zie ook KOKSMA, Kap . V § 1, blz. 66 v.v. 
)̂ O. PERRON, „Über diophantische Approximationen", Math . Annalen 83 
(1921), blz. 77—81, speciaal 79. Zie ook KOKSMA, Kap . V § 1, blz. 66 v.v. 
^) Deze stelling wordt in dit proefschrift steeds de stelling van PERRON 
genoemd. 
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KHINTCHINE bewijst als pendant: 
III Stelling 5: Als de coëfficiënten 
Otj, «2» . . . . , « n 
van de vorm 
n 
XQ + 2£ «v̂ V 
V = l 
een extreem getallensysteem vormen, dan is deze vorm extreem. 
III § 3. A n a l o g a d e r s t e l l i n g e n v a n I I I § 1 en I I I 
§ 2 in K ( P ) . 
We gaan thans van de stellingen en definities van § 1 en 2 na 
of ze analoga ^) in K(P) bezitten. 
K. MAHLER )̂ geeft van de stelling van MINKOWSKI een uit-
breiding, n.l. voor het geval, dat in het beschouwde systeem naast 
reëele vormen ook lineaire vormen optreden met coëfficiënten uit 
P-adische lichamen. 
Deze uitbreiding luidt volgens MAHLER: 
III Stelling 1*: Zijn 
n 
Li(x) = 2 a.. Xj {i= l, 2, , n) 
3 = 1 
n lineaire vormen in n onbekenden met reëele coëfficiënten en met de 
determinant 
d=\a,.\^0, 
z's t > 1, zijn Pi, P2, . . . . , Pi onderling verschillende priemgetallen 
en Hl, Hg, . . . . , «4 natuurlijke getallen, en wordt verondersteld, 
dat voor iedere P^ (T = 1, 2, . . . . , t) precies n_ lineaire vormen 
Lr'(x)= v„m^. (j = 1 , 2, . . . . , n,) 
1=1 
met geheele P^-adische coëfficiënten gegeven zijn, zijn verder 
Pi, P2, . . . . , p„ 
n positieve getallen en 
Jl > J2 > • • • •> Jn^ 
') Deze analoge stellingen en definities worden gelijk genummerd als de 
overeenkomstige in § 1 en 2 en worden ter onderscheiding met een * gemerkt. 
)̂ K. MAHLER, „Über Diophantische Approximationen im Gebiete der 
P-adischen Zahlen" Jahresbericht d. Deutschen Math. Vereinigung 44 (1934), 
blz. 250—255. 
48 III Diophantische approximaties in K(P) 
voor T = 1,2, . . . . , i telkens n^ niet negatieve geheele rationale getallen 
en wordt voldaan aan 
(35) Il Pi n II p-h' >\d\, 
t = l T = l t = l 
dan is het systeem 
(36) . { 
V o. . r. I < Q. (ï = 1, 2, . . . . , n) 
-^ I) -^j l P _ ^ « ^' 
( T ) i = 1, 2, , n̂ . 
[ j = i •  y"̂  = 1, 2, , t 
oplosbaar in geheele rationale getallen Xj{j=l, 2, , n), die 
niet alle nul zijn. 
Voor het maken van toepassingen geven we deze stelling van 
MAHLER een iets andere vorm: 
III Stelling lo*: Zij in plaats van de {n^ + ng + 
natuurlijke getallen 
/(-) /z = 1/ 2, ...., n. 
'' \ , r = l , 2, . . . . , f 
gegeven (n^ + «2 -(- . . . . + n )̂ positieve getallen 
+ n,) 
(^), z - 1 , 2, . . . . , n^\^ ̂ ^^ o < p p < l P ' * - — 1 2 t 
en zij in plaats van aan de voorwaarde (35) voldaan aan 
(37) . . . . II p,; n n p;.̂ ' > \d\ Il p^^ 
i = l T = l i = l T = l 
terwijl voorts dezelfde voorwaarden als in III Stelling 1 * vervuld zijn; 
dan is het systeem 
(38) 
ï*" '̂ y I <P^ Ĉ ) 
1^^ <^jjXj\ < P i (z = 1, 2, . . . . , n) 
3 = 1 
li=\, 2, , n^\ 
j=l ' \T = 1, 2, , t j 
oplosbaar in geheele rationale getallen x,- (/ = 1, 2, . . . . , n), die niet 
alle nul zijn. 
B e w i j s : Bij iedere echte breuk p̂ "̂  is een natuurlijk getal ff 
te vinden met 
P-^'^'<^f<PV<'-^\ 
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d u s (T-) 
P P 
en hieruit volgt weer: 
=1 
.*w ^ i=i 
waaruit volgt: 
n t «X ,,, -f̂  Pi >̂^ ^ pr^ 
ƒƒ Pi / / /7 P-/i > '-^ ^ = ̂  '=^ 
= 1 - r = l 1 = 1 r r r>"T 
t 
11 p; 
T = l 
Daar het rechterlid van deze laatste ongelijkheid volgens (37) 
minstens gelijk aan \ d\ is, volgt dus dat voldaan is aan 
77 Pi n II p-n > \d\, 
i=l T = l 1 = 1 
zoodat dus het systeem (36) oplosbaar is in geheele rationale 
Xj {j = 1, 2, . . . . , n), die niet alle nul zijn en dus zeker het 
systeem (38), wegens p̂ ~' > P~U . 
Hiermee is bewezen dat III Stelling la* uit III Stelling 1* volgt. 
Het is nu niet moeilijk, om met behulp van dit analogon van 
de stelling van MINKOWSKI voor P-adische getallen de bewijzen te 
leveren van de stellingen 2* en 3*: )̂ 
III Stelling 2*: Bij iedere vorm 
L = «oy + " l^ l + "2^2 + + ^nX„, 
waarvan de coëfficiënten «„, o ,̂ . . . . a„ geheele P-adische getallen 
zijn, en bij iedere t > 1, kan men minstens één roosterpunt 
{y, Xi, Xg, , x„) met X = max {\ y \, | x̂  |, [ x„ |) 
vinden, zoodanig dat geldt: 
- , , P 
1 < X < ï", | L !P < —J-. 
t n 
)̂ Het optreden van het getal a^ in III Stelling 2* en 3* maakt deze 
stellingen iets algemeener dan in het reëele geval, waar in plaats van «Q het 
getal 1 optreedt. Een andere afwijking vindt men in de definitie van 't getal X 
in III Stelling 2* t. o. v. III Stelling 2. Een analoog onderscheid geeft 
I I I Stelling 3* t. o. v. III Stelling 3. 
4 
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Bewijs: We beschouwen het systeem ongelijkheden 
(39) . . , 
«0>' + « i X i + «2^2 
\y\ 








Daar van het stelsel lineaire vormen y, Xi, ...., x„ de deter-
minant d gelijk is aan 1 en het product van de rechter leden 
p n + l 
van (39) gelijk is aan — ^ X f « = P = P | d |, is dus aan de 
t^+n 
voorwaarde (37) van III Stelling la* met t = nt = 1, n -\- 1 
inplaats van n en p, = t» {i = l, 2, . . . . , n + 1) voldaan en is 
dus het systeem (39) oplosbaar in geheele rationale getallen 
y, Xj, Xg, . . . . , x„, die niet alle nul zijn. 
O p m e r k i n g : Steeds zal, mits t > - - is, in onze oplossing 
p 
{y, Xi, X2, . . . . , x„) minstens één der getallen x ,̂ Xj, . . . . , x„ onge-
lijk nul zijn. Immers ware dit niet het geval, dan zou uit de tweede 
ongelijkheid van (39) volgen | a^y Wo \v\y\F> 
'•o Ip > •'o IP _1_ 
en dus zou in verband met de voorwaarde | «o |p > — volgen 
P 
I — «o3̂  [p > T' 
fi+— 
hetgeen strijdt met de eerste ongelijkheid van (39). 
III Stelling 3*: Bij ieder systeem geheele P-adische getallen 
" O ' " l > " 2 ) • • • • , ™n 
en bij iedere r > l, kan men minstens één roosterpunt 
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{x, yi, 72, , yn) niet Y = max (j x |, \y-^\, , | y„ |) 
vinden, zoodanig dat geldt: 
P P 
1 < Y < r", I «,x — y . s | p < < ^. 
r ^ vi+-^ 
I n 
B e w i j s : We beschouwen het systeem ongelijkheden 
/ - ( v = l , 2, . . . . , n) 
(40) 
X I 5^ r" 
( v = 1, 2, . . . . , n). 
Daar van het stelsel lineaire vormen x, yj, . . . . , y„ de deter-
minant d gelijk is aan 1 en het product van de rechter leden van 
p« 
(40) gelijk is aan X r"<"+i' = P" = P" . 1 d 1, is dus aan 
de voorwaarde (37) van I I I Stelling la* voldaan en is derhalve 
het systeem (40) oplosbaar in geheele rationale getallen x, y^, 
y^, ...., y„, die niet alle nul zijn. 
P 
O p m e r k i n g : Steeds zal, mits r > j , — 
max(l «1 |p, , I «„ |p) 
is, in onze oplossing (x, yi, y^, ...., yn) minstens één der getallen 
yi, y2' • • • •) yn ongelijk nul zijn. Immers ware dit niet het geval, 
dan zou uit de {n + 1)'*'' ongelijkheid van het systeem (40) volgen 
I I [ 1 I I ^ I " v I P ^ I " v I P / 1 o X 
I %x IP = I â  IP . I X |p > -—- > ——- (v = 1, 2, , n) 
I X I r" 
P 
en dan zou in verband met max (| «̂  |p, . . . . , | a„ jp) >—,volgen, 
dat voor minstens één v uit 1 < v < n 
I I P ' " ^ 
is, hetgeen strijdt met de eerste n ongelijkheden van (40). 
III Definitie 1*: De lineaire vorm 
met P-adische coëfficiënten 
V = 0 
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heet e x t r e e m , als er een constante C = C(ocp, . . . . , a„) > O bestaat, 
zoodanig, dat bij ieder willekeurig systeem geheele getallen 
K, ki, , k„ met k = max {\ k^], , | k„ \), 
die niet alle nul zijn, geldt: 
" C 
I -^«v«v lp>7;rTi* 
V = 0 t 
III Definitie 2*: Een systeem van n + l P-adische getallen 
«o, «1, , «n 
heet e x t r e e m , als er een constante B = B(ao, «j, . . . . , o„) > O 
bestaat, zoodanig, dat bij ieder willekeurig systeem geheele getallen 
Po >0, Pi, , Pn met p = max {\ Po\, , | Pn \) 
minstens één der ongelijkheden 
B 




III Stelling 4* {P-adisch analogon vld stelling van PERRON): 
Is de lineaire vorm 
n 
«"* 
^* fff V 
V = 0 
extreem, dan vormen zijn coëfficiënten 
" o , "•!' • • • • , "n 
een extreem systeem van P-adische getallen. 
Bewijs: We nemen aan, de te bewijzen stelling ware niet 
waar, dan was er dus geen getal B te vinden, zoodanig, dat bij 
ieder systeem geheele getallen 
Po >0, Pi, , Pn met p = max (i Po |, , I Pn \) 
minstens aan één der ongelijkheden 
I «oPv — «vPo IP > — r (̂  = O' 1' , ") 
wordt voldaan. 
Maar dan was er bij iedere e > O zeker minstens één zoo'n 
systeem 
Po>0> Pi' , Pn 
te vinden, zoodanig dat 
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(41) I <Xop^ — a^po IP < r (^ = 0, 1, , n) 
geldt. 
We stellen | «̂  |p = P ^ (1 < v < n) en /o = max (0, / i , . . . . , ƒ J . 
We zullen nu bewijzen, dat voor ieder systeem 
Po>0, Pi, , Pn 
met (41), waarbij pQ door P ' deelbaar is ( / > / o en geheel), elk 
der andere getallen p„ minstens ƒ — /o factoren P bevat. Laten we 
daartoe aannemen, dat p^ juist ƒ factoren P bevat en dat er minstens 
één getal v is (1 < v < n), waarvoor p^ slechts ƒ — ƒ„— r {r ^ 1) 
factoren P bevat. 
Dan is voor deze index v 
I „ „ I — p'v p-t <r p-(/-/o) 
I o/'v IP — 1. r ^ r , 
dus zeker | â ;?̂  jp > | a^p^ jp. 
De verscherpte driehoeksongelijkheid leert nu 
I «vPo — «oPv IP = max (I o^po |p, I «oPv IP) > P"*'"'""!*. 
Maar dit is in strijd met 
1 "vî o — «oPv IP < r < —-Ï < Wf' 
P^^ Po « 
Bevat Po dus een factor P' (ƒ > /Q), dan bevatten alle p^'s de 
factor P'~'°. In dit geval mogen we zonder bezwaar van de alge-
meenheid onze getallen 
Po > O, Pi, . . . . , p„ en dus ook p 
door deze factor P'"-'° deelen, want dan wordt in de ongelijkheid 
e 
(42) p . i «oPv — "vPo IP < - T (^ = O, 1, , n), 
pn 
die uit (41) volgt, links de eerste factor door P'~ °̂ gedeeld en de 
tweede factor door | P'"'» |p gedeeld, d. i. met P'~'° vermenigvuldigd, 
zoodat het linker lid van (42) geen verandering ondergaat. Het 
rechterlid van (42) wordt echter, indien we de noemer door (P'~'°)"ïr 
deelen, vergroot, zoodat het systeem der p,/s na deeling door 
P'~'° stellig aan de ongelijkheid (42) en dus ook aan de ongelijkheid 
(41) voldoet. Uit het vorenstaande volgt, dat we mogen aannemen: 
(43) | P o | p > P A 
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We beschouwen nu het volgende systeem van ongelijkheden in 
de onbekenden /CQ, k^, ...., k„: 
(44) 




waarbij we k geschikt kiezen n.l. 
(45) k = P" (n + 1)« p». 
De determinant d van het stelsel der laatste n + l ongelijk-
heden van (44) is gelijk aan 1 en het product van de rechter leden 
in (44) is gelijk aan P = P | d |, zoodat aan de voorwaarde (37) 
van III Stelling la* voldaan is en derhalve het systeem (44) 
oplosbaar is in geheele rationale /ĉ  (v = O, 1, . . . . , n), die niet 
alle gelijk nul zijn. 
n n 
We vergelijken nu | Ji pji^ \ met | 2L P-Ji-^ IP ^" vinden uit (44) 
v=o v=o 
en (45): 
" 1 - 1 1 
I V p^k^ I < (n + 1) .p^ = P« (n + ly^np^^n, 
v = 0 
terwijl wegens de eerste ongelijkheid van (44) wegens (45) 
I i PX IP < P-.T (« + l)-• '+^ p-'^+è' 
is, zoodat 
is en dit kan alleen als 
Zpji^ 1 X I 2ipji^ |p< 1 
V = 0 V = 0 
z pji.^ = o, 
v = 0 
daar van een geheel rationaal getal g^O steeds geldt: 
1 
g l p > 
ê' 
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I We vinden nu: 
n n n n 
I Po >; «v̂ fv IP < I - i ' "vPo/Cv — -^ «oPv/fv |p + I «0 JL' Pv/Cv lp 
V = 0 11 = 0 v = 0 V = 0 
n 
= \ 2: k^ {%Po — «oPv) IP < max (| k^ (ct̂ po — «oPv) IP) 
V = 0 V = 0 , 1 Jl 
e 
< m a x . (l«vPo — «oPv IP) < T 
'̂ = 0, 1 « p^ + n 
wegens (41). 
Uit (43) volgt derhalve: 
ep„ 
(46) 12; %k, IP < r-
v=o p i+-
Uit (44) en (45) volgt: 
k = max (I k^ \) < P« (n + 1)" p«, 
V = 0 , 1, )1 
waaruit weer volgt: 
(47) pi+^ > fc"+i P-(i+^ (n + l)-<i+l', 
zoodat uit (46) en (47) volgt: 
, l. , I ^ €Pi+è+'" (n + l)i+[ 
l^f^-v/c. IP < ^, 
En door nu voor willekeurige C > 0 het getal 
e < p-(i+—+/o) (1 -|- n)"'<'̂ + '̂ C te kiezen, verkrijgen we 
C 
>; «v^v IP < 
v = 0 t 
n 
Doch dit strijdt met de onderstelling dat de vorm 2 %x^ ex-
v=o 
treem is (vgl. III Def. 1*). 
En hiermee is de stelling bewezen. 
III Stelling 5* {P-adisch analogon vjd stelling van KHINTCHINE) : 
Als de coëfficiënten 
" c " i , • • • • , «n 
van de vorm „ 
v=o 
een extreem systeem van P-adische getallen vormen, dan is deze 
vorm extreem. 
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O p m e r k i n g : Het oorspronkelijke bewijs van KHINTCHINE van 
I I I Stelling 5 is tamelijk ingewikkeld en maakt gebruik van 
meetkundige beschouwingen en de ladenmethode. De overdracht 
van dit bewijs in het P-adisch gebied stuitte op groote moeilijk-
heden, die wortelden in de structuur van KHINTCHINE'S bewijs-
methode. Met dezelfde methode bewees KHINTCHINE later een 
algemeener stelling ^), die I I I Stelling 5 als bijzonder geval bevat. 
Volgens mededeeling van K. MAHLER is het hem gelukt deze 
algemeene stelling langs heel andere n.l. zuiver arithmetische weg 
af te leiden en wel met behulp van I I I Stelling 1. Dit bewijs nu 
laat zich even gemakkelijk P-adisch overdragen als het bewijs van 
de stelling van PERRON. We laten daarom deze overdracht aan 
den lezer over en verwijzen naar het binnenkort )̂ verschijnend 
bewijs van MAHLER voor 't reëele geval. 
)̂ A. KHINTCHINE „Uber eine Klasse linearer Diophantischer Approxi-
mationen", Rend. Circ. Mat. Palermo 50 (1926), blz. 170—195. 
)̂ Wissenschaftliche Berichte der Universitat Saratow. 
HOOFDSTUK IV 
KLASSENINDEELING DER P-ADISCHE 
GETALLEN 
IV § 1. A l g e b r a ï s c h e en t r a n s c e n d e n t e c o m p l e x e 
g e t a l l e n . 
Zooals bekend is, maakt men bij de reëele en algemeener bij de 
complexe getallen de onderscheiding in algebraïsche en trans-
cendente getallen: 
IV Definitie 1: Een complex getal x heet a l g e b r a ï s c h , als 
er een veelterm P{z) ^ O met geheele rationale coëfficiënten bestaat, 
zoodanig dat P(x) = 0. 
Bestaat zoodanige veelterm niet, dan heet het getal x t r a n s -
c e n d e n t . 
Voorbeelden van transcendente getallen zijn: 
't Getal ^ = l + T ^ + ; r | + (Stelling van HERMITE). 
't Getal n (Stelling van LINDEMANN). 
Ieder getal cü'l met algebraïsche <» 7^ O en 7^ 1 en algebraïsche 
irrationale r) (Stelling van GELFOND-SCHNEIDER). 
IV § 2 . K l a s s e n i n d e e l i n g v a n M a h l e r in 't c o m -
p l e x e g e b i e d . 
Voor verschillende onderzoekingen over transcendente getallen 
is de volgende classificatie van MAHLER^) van groot nut: MAHLER 
deelt de complexe getallen in in A-, S-, T- en U-getallen, naar de 
scherpte, waarmee zij zich door algebraïsche getallen laten bena-
deren en gaat uit van de volgende overwegingen: 
Zij X een willekeurig reëel of complex getal, ni en a een paar 
natuurlijke getallen en beschouwen" we de arithmetische functie 
)̂ K. MAHLER, „Zur Approximation der Exponentialfunktion und des 
Logarithmus", Journal f. d. r. u. angew. Math. 166 (1932), blz. 118—150, 
speciaal blz. 121. 
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'iïi 
(48) t»™ (a, x) = u),„ (a) = min (| 2i a^x* |). 
0^ = 0, ± 1 ,±a k = 0 
m 
k=0 
Neemt men in het bijzonder 
j a , = 0 {k=l, 2, ...., m) 
l flo = 1 
m 
dan is | 2 o-kX^ 1 = 1» zoodat zeker 
k = 0 
(49) 0 < c o „ ( a ) < 1. 
Verder is duidelijk, dat met toenemende m en a de functie 
cj„ (a) niet kan toenemen, zoodat dus de functie niet 
^m{a) 
afnemend is. 
Uit (49) volgt: 
1 < —--— < + =0 en dus is 
*^m{a) 
O < log — — < -f co , 
<^m(a) 
zoodat de functie 
l o g — 7 ^ 
(50) ^m{x) = oj™ = hm —; 
a^o) log a 
óf positief oneindig groot is óf niet-negatief eindig. Blijkbaar is 
to„ een monotoon niet afnemende functie van m. 
Is dus o)„, = -|- co, dan is voor m' ^ m ook CJ^. = + » en 
indien aj„, < + « , dan is voor m'< m ook 0»™. < + •» ; verder 
is cjo = 0. 
Er bestaat dus een index ^ = \t.{x) > 1, zoodanig dat voor m< v-
de functie *a,n< -{-<x, en voor m > (A, CJ^ = -j-cc is, tenzij de 
functie to^ voor iedere waarde van m eindig is; in dit geval stellen 
we |A = -|- co . 
De functie 
(51) t>>(x) = UI = hm — 
m—>co m 
is dus óf positief oneindig groot óf niet-negatief eindig. 
Ook is duidelijk, dat JA en «o niet gelijktijdig eindig kunnen zijn, 
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want voor n< -\- a:> is immers voor iedere eindige nio > |J- de 
functie waarde io„ = + co, doch dan is ook — - = -h co en dus 
° m^ 
ook in dit geval lo = lim —^ = -^ » . 
m—>• GO m 
Van de 6 combinaties (ix, to), die volgens onderstaand schema 
O < (A < + « ;̂;̂  i-y. tO = O 
0 < t o < + co 
|X = - | - CO ^-^ « A O) = - ( - co . 
formeel zijn samen te stellen, zijn dus niet mogelijk 
P 0 < ( j - < + ° ° met to = 0 ; 
2" O < (A < + co met O < <o < -)- co. 
Er kunnen dus 4 mogelijkheden optreden en we definieeren nu: 
IV Definitie 2: ( K l a s s e n i n d e e l i n g van M A H L E R ) 
a) to = O (i = -f co, het getal x heet dan A-getal, 
b) 0 < t o < + c o ( i .= -)-co, „ „ „ „ „ S-getal, 
c) w = +co ^ i = _ ^ c o , „ „ ,. „ „ T-getal, 
d) c o = - f o o ii = < + c o , „ „ „ „ „ U-getal. 
O p m e r k i n g : Toepassing van III Stelling 2 met â  = x^ 
(v = 1, 2, , m), x^ = a.j (v = 1, 2, , m) en y = — Oo 
leert, dat bij iedere £ > 1 en voor iedere reëele transcendente x 
minstens één roosterpunt {a^, üi, ...., a^) is te vinden, zoo-
danig dat 
(53) . . . . l < A < t ' " , (A = m a x ( | a i l , , . . . , I a™ D), 
(54) . . . . I Oo + Oix + . . . . + a^x™ | < — 
Daar | OQ | < | —a^x— —a„,x™| + |ao- | -aiX+ . . . . +amX™| 
< I — OiX — — a„,x™ I + 1 (wegens (54), daar t> 1 is) is, 
volgt I ao I < ACi (m, x) (Ci (m, x) = m . max (| x |'", 1)). 
Zij nu a = max (| ao |, | â  |, . . . . , | a,„ |), dan is dus 
a < ACi {m, x), 
zoodat dus 
(55) . . . . -^< ^ ^ ^ , waarin C, (m, x) = {C^ {m, x)}"*. 
(52) . . . . 
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1 1 C2 {m, x) 
ao + a i X + . . . . + a , „ x " ' | < - < — < ^^ , 
Uit (54), (53) en (55) volgt dan 
I ao + a x  
zoodat wegens (48) zeker 
is, waaruit volgt 
(56) 
^m {a, X 
n = l im 















{x) = to,„ li > m; en dus 
Op analoge wijze kan men bewijzen, dat voor iedere complexe 
transcendente x geldt <a > l. (Men heeft hiervoor n.l. een soort-
gelijke stelling als I I I Stelling 2 noodig, doch voor 't complexe 
geval). 1) 
Verder leert een uitbreiding van een bekende stelling van 
LIOUVILLE )̂ op eenvoudige wijze, dat voor alle algebraïsche ge-
tallen X het getal to = O is. 
Uit het bovenstaande volgt dus, dat alle algebraïsche getallen 
A-getallen zijn, maar ook dat alle A-getallen algebraïsch zijn; dat 
alle transcendente getallen S-, T- of U-getallen zijn, maar ook 
dat alle S-, T- en U-getallen transcendent zijn. 
MAHLER bewijst zelfs nog meer, n.l. dat twee getallen, die alge-
braïsch met geheele coëfficiënten van elkaar afhankelijk zijn, tot 
dezelfde klasse behooren. 
We gaan op de bovenstaande klassenindeeling niet verder in, 
doch merken omtrent de S-getallen slechts op, dat MAHLER )̂ nog 
een andere definitie van de S-getallen geeft: 
IV Definitie 3: Een getal x heet S-getal, indien voor ieder 
natuurlijk getal m en voor ieder {m + l)-tal geheele rationale 
getallen 
(Zn, ^ 1 , • . . . , a„, 
1) Vgl. b.v. KOKSMA, Kap. II, § 2, 6, blz. 16, 17. 
2) Zie KOKSMA, Kap. IV, § 3, 10, blz. 55. 
)̂ K. MAHLER, „Über das Mass der Menge aller S-zahlen", Math. Ann. 
106 (1932), blz. 131—139, speciaal 131. 
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steeds de ongelijkheid 
m 
(57) 12 a^x* I > T{m) a-Y™ 
A- = 0 
geldt, waarin: 
a = max (| Oo |, | Oj |, , ] a„, |), 
(58) . . . . T{m) > O slechts van x en m afhankelijk, 
Y > O slechts van x afhankelijk 
is. 
We bewijzen nu de volgende stelling: 
IV Stelling 1: IV Definitie 2b en IV Definitie 3 zijn equivalent; 
uitvoeriger: 
1. Voldoet X aan de eischen van IV Definitie 2b, dan voldoet x 
ook aan de eischen van IV Definitie 3 en wel bij iedere keus van 
het vaste getal Y > " , waar to het getal uit IV Definitie 26 is. 
2. Voldoet X aan de eischen van IV Definitie 3, dan voldoet x 
ook aan de eischen van IV Definitie 2b, zelfs geldt to < Y. 
O p m e r k i n g : Het is evident dat, als de voorwaarden van 
IV Definitie 3 voor een zeker getal x bij zekere Y > O vervuld 
zijn, deze voorwaarden ook vervuld zijn, als men Y door een 
grooter getal vervangt. Uit IV Stelling 1 volgt, dat de beneden-
grens aller getallen Y, waarvoor de eischen van IV Definitie 3 
vervuld kunnen zijn, juist gelijk is aan to, dus a fortiori, dat voor 
ieder reëel transcendent getal x het getal Y wegens (56) steeds 
> 1 is. Het is dus een extreem geval, wanneer bij x het getal 
Y = 1 kan genomen worden (zie IV § 3). 
Bewi j s v a n I V S t e l l i n g 1: 
1. Uit IV Definitie 2b volgt: 
O < to < co, waar to = lim — , 
m~^ ca m 
d. w. z., dat bij een willekeurige e > O een natuurlijk getal mo(f) 
is te vinden, zoodanig dat voor m > m(,{e) geldt: 
— < t o + l e , 
m 
d. w. z.: 
(59) to ,„<m(to + i£) . 
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1 
log-
M • r '*^m{a) Nu is to^ = lim —, , 
a ^ «5 log a 
d. w. z., dat bij willekeurige € > O en m > 1 is een natuurlijk getal 
ö'o = ^0 (̂ / tn, x) te vinden, zoodanig dat voor a > a'o geldt: 
l o g ^ - r r 
w™(a) , , 
—; <«^m + e e ; 
log a 
d. w. z., indien a > a'o {e, m, x) en m > mo > 1, is wegens (59) 
log TT 
•»>m(a) 
—; < <o,„ - f j £ < (to + e) m = ym, 
log a 
waar y alleen van x en e afhangt. 
Hieruit volgt terstond voor a > a'o (e, m, x) 
(60) to,„ (a) > a-y". 
Voor vaste m is het aantal mogelijkheden om de geheele ratio-
nale getallen a^, a^, ...., a,n zóó te kiezen, dat a < a ' o ( e , m, x) 
een slechts van m, x en e afhankelijk getal. 
Voor iedere dier keuzen is wegens de transcendentie van x 
(x is S-getal): 
m 
\2:a,x'^\>0; 
k = 0 
dus kan men voor a < a'o (e- m, x) een van m, x en e afhankelijk 
positief getal r(m) < 1 vinden, met 
<^,n{a) > r(m) > r(m)a-Y™. 
In verband met (60) volgt dus wegens r(m) < 1 dat voor iedere 
a geldt: 
^„{a) > T{m) a-ï™, 
waaruit wegens (48) onmiddellijk bewering 1 volgt. 
2. Daar x aan de eischen van IV Def. 3 voldoet, is wegens (57) 
"m(a) > ^m) a-T'", zoodat 
log 
^m{a) ^ — log r(m) 
log a log a 
is. Dan is 
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vr- ^Ua) ^ y. log r(m) 
to„ = hm —, < hm — , \-ym=ym 
„ ^ 3D log a a -> « log a 
en dus 
Hieruit volgt onmiddellijk 
(61) t i ^ = + » . 
Voorts volgt uit — < y, dat 
m 
w„ 
<i> = lim — < Y 
m —> 00 ''ï 
is, zoodat dus geldt: 
(62) 0 < i o < + o o . 
Uit (61) en (62) volgt dat aan {52b) voldaan is, m. a. w. aan de 
eischen van I I I Definitie 2b, q. e. d. 
O p m e r k i n g 1: In het vervolg bezigen we als definitie van 
S-getallen steeds IV Definitie 3. 
O p m e r k i n g 2: Dat er S-getallen bestaan, ja zelfs dat „bijna 
alle" reëele of complexe getallen S-getallen zijn, volgt uit een 
stelling van MAHLER^), welke zegt dat de lineaire (resp. vlakte-)maat 
van de verzameling van alle reëele (resp. complexe) getallen, die 
geen S-getallen zijn, gelijk nul is (zie hoofdstuk VI). 
We merken nog op, dat J. POPKEN )̂ aantoonde, dat e een S-getal 
is, terwijl K. MAHLER )̂ bewees, dat e' voor algebraïsche z ^0 
een S-getal is. 
Ook bestaan er U-getallen. We zullen bewijzen, dat het getal 
X ^^ ^^ 
*" Om! 
m = l ^ 
U-getal en dientengevolge transcendent *) is. 
1) K. MAHLER, „Über das Mass der Menge aller S-zahlen", Math. Ann. 
106 (1932), biz. 131—139, speciaal 139. 
)̂ J. POPKEN, „Zur Transzendenz von e". Math. Zeitschr. 29 (1929) blz. 
525—541. 
)̂ K. MAHLER, „Zur Approximation der Exponentialfunktion u. des Loga-
rithmus", Journ. f. d. r. u. angew. Math. 166 (1932) blz. 118—150, speciaal 133. 
"•) Dat dit getal transcendent is, wordt bewezen b.v. in: E. LANDAU, 
„Vorlesungen über Zahlentheorie", Leipzig 1927, Bd III Satz 740, blz. 91. 
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» (—1)^ 
B e w ij s: x = 2^ 
o™' . Om' 
m = l ^ m = l ^ 
* (— 1)™ 
waarbij /c > 1, u = ^" 
fc ( 2 ')m CO C D^n 
2:'-:^+ i: ' - ^ = u+v, 
m= k+1 
1 9™' 
en q geheel rationaal, g > 0 en 
een rationaal getal — is met p 
V 
i < - < 0. 
q Dit laatste volgt aldus: 
voor o n e v e n k is 
— 1 /' 1 — 1 
01! ' lo2l "'" + .... + 
( - 1)"=-! ^ ( - 1)*=̂  
> 1 
21! ' ^22' ' 2^' / V 2'*"^^'' 2"̂ ' 
daar de vormen tusschen haakjes alle positief zijn. Anderzijds is 
/ ( - l ) ' - 2 ( - l ) ^ - ^ \ , ( - 1 ) ' - ^ ^ — 1 1 
21! ~' 2^'-l "•"••"• ' y 2<*-2)! ' 2<*~i'' / ' 2''' 
daar alle vormen tusschen haakjes en ook de laatste term nega-
tief zijn. 
Voor e v e n k is 
— 1 l \ (i—l)"-^ (—1)*\ 
terwijl tevens 
— 1 / 1 
« = ^rr 
-1]. I ((-1)"-^ , (-1)'--^\ , (-1)'-




Er geldt dus steeds 
_ i < a = : P < 0 . 
* /• n m 
Kiezen we nu o = 2*', p = 2*' >; ,—, dan zijn o en p 
O m ! ' -* •* 
7 r t = l ^ 
blijkbaar geheele rationale getallen en dan is 
P 
X 
( - 1 ) ' 
lm=*+l 2™' 
< 
1 1 1 
2(*:+l)! 2*̂ '<*̂ +l' fl*+l 
zoodat dus ge ld t : 
, , , p 1 
•(63) . . . . \ qx — P\ == \ <ï\ ' \ X - | < — 
q q" 
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Beschouwen we nu de functie 
cjj (x, a) = min (|ao + ^i^ j) (QQ» (^i en a geheel rationaal). 
a„, ai = 0, ± 1 ±a 
|ao +aix I =t O 
Kies in het bijzonder voor a de noemer q, dan geldt in ver-
band met (63): 
1 
" i (x, q) < ~' 
Daar bij onbepaald toenemende q ook k onbepaald toeneemt, 
volgt hieruit: 
log—-. 
7 ^ " i {x, q) 
hm j = + =°, 
, ^ o o l o g g 
zoodat voor de in IV § 2 gedefinieerde getallen <Ji(x), OJ(X) en 
M.(x) onmiddellijk volgt: 
<^I(^) = + •», '^{x) = + « , |J.(X) = 1 . 
QO ( \\m 
Hieruit volgt wegens {52d) dat x = ^^ — aan de voorwaarden 
1 ^ 
van U-getal voldoet, waarmee dus het bestaan van U-getallen is 
bewezen. 
Het is tot op heden een onopgelost probleem, of er T-getallen 
bestaan. 
IV § 3. S - g e t a l l e n m e t Y = 1. 
We vestigen nog speciaal de aandacht op de S - g e t a l l e n x m e t 
Y = 1 (zie opmerking bij IV Stelling 1). Een dergelijk getal x 
voldoet wegens IV Definitie 3 aan 
1 1 a,x-1 > r ( m ) a - 4 ! = "^^;;^\«°J' >% ' ' **:.;' I"™'^' \ 
' j_o ' \ r(m) > O slechts afhankelijk van x en m) 
Wegens I I I Definitie 1 volgt hieruit terstond, dat voor zoo'n 
getal X bij iedere m > 1 de vorm 
Go + OiX + + ümX"^ 
een extreme vorm in ÜQ, QI, . . . . , a^ is. 
Volgens I I I Stelling 4 (St. v. PERRON) is dus voor zoo'n getal 
X ook het getallensysteem 
een extreem getallensysteem. 
We hebben dus de volgende stelling: 
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IV Stelling 2: Is x S-getal met y = l, dan is voor iedere m 
het getallensysteem 
•A^f -^ t * * * * f Ai 
extreem. 
IV § 4. A l g e b r a ï s c h e en t r a n s c e n d e n t e P - a d i s c h e 
g e t a l l e n . 
We gaan in de volgende §§ het in de §§ 1 t/m 3 behandelde 
P-adisch overdragen. 
We beginnen met: 
IV Definitie 1*: EenP-adisch getal a noemen we algebraïsch, 
als er een veelterm P(z) ^ O met geheele rationale coëfficiënten 
bestaat, zoodanig dat 
P(a) = 0. 
Bestaat zoodanige veelterm niet, dan heet het getal a. t r a n s -
c e n d e n t . 
Zoo toonde MAHLER )̂ o. a. aan, dat de P-adische exponentiaal-
functie 
a a o2 
die voor alle door P (voor P = 2 door P )̂ deelbare P-adische 
getallen a bestaat (vgl. II Stelling 56), voor iedere algebraïsche 
P-adische a i:̂  O in het existentiegebied een transcendent P-adisch 
getal is. 
IV § 5. K l a s s e n i n d e e l i n g v a n M a h l e r in K(P). 
MAHLER )̂ laat voorts zien, dat ook in K(P) dezelfde klassen-
indeeling in A-, S-, T- en U-getallen is door te voeren als in het 
lichaam der reëele en complexe getallen. 
Met behulp van de aan (48), (50), (51) analoge betrekkingen 
m 
(48*) . . . . a.,„ (a, a) = min (j ^^ a,a* |p) 
a/. = 0, ±l....-_ha l- = 0 
m 
i = n 
)̂ K. MAHLER, „Ein Beweis der Transzendenz der P-adischen Exponential-
funktion", Journ. f. d. r. u. angew. Math. 169 (1933), blz. 61—66. 
2) K. MAHLER, „Über eine Klasseneinteilung der P-adischen Zahlen", 
Mathematica (Zutphen) 3e Jg. (1934—1935), B, blz. 177—185, speciaal 179. 
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(52*), 
log r 
(50*) <o„ (a) = hm 
m^a, logo 
" f T . ( « ) 
(51*) <o(a) = lim — 
en met de index (x(a), zoodanig dat 
'^m(") < + =° voor m < (Ji.(a) en 
'^m(«) = + «= voor m > (A(a), 
definieert MAHLER n.l.: 
IV Definitie 2*: 
Een P-adisch getal a. met a)(a) = 0, fA(«) = -f •» Aeei A-getal. 
„ „ a „ 0 < t o ( a ) < +CO, (i(a) = +CO „ S-getal. 
„ „ „ a „ <o(a) = + CO, (i(a) = + cc „ T-getal. 
„ „ „ a „ a)(a) = + co, (x(«) < + co „ \]-getal. 
O p m e r k i n g : MAHLER bewijst ook hier, dat voor transcen-
dente P-adische getallen ci> > 1 en voor algebraïsche oj = O is, 
waaruit dus weer volgt, dat alle transcendente P-adische getallen 
óf S-getallen, óf T-getallen óf U-getallen zijn en nimmer A-getallen; 
voorts dat de P-adische A-getallen identiek zijn met de algebraïsche 
P-adische getallen. )̂ 
Om de analogie met het reëele geval tot haar recht te doen 
komen, merken we nog op, dat we ook op geheel analoge manier 
als in de opmerking bij IV Definitie 2 kunnen aantoonen, dat 
voor transcendente P-adische getallen oo > 1 is, n.l. aldus: Toe-
passing van III Stelling 2* met «̂  = â  (v = O, 1, . . . . , m), x^ = 
öv ("̂  = 1> 2, ...., m) en y ~ — OQ leert, dat bij iedere transcen-
dente a minstens één roosterpunt (ÜQ, «i, . . . . , a^) is te vinden, 
zoodanig dat 
(53*) . . . . 1 < A < É™ (A = max (| QQ l> I «i I» • • • • J «m |), 
Pi (54*) . . . . Oo + üi» + . . . . + a^a - p < — - , 
1- m 
waar P^ een van a en m afhankelijk positief getal is. 
1) Zie K. MAHLER (I.e. blz. 66 2)), blz. 181 en 182. 
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Uit (53*) en (54*) volgt onmiddellijk 
P 
I Oo + Oia + . . . . + a™a™ jp < ^ < PA-'^+i ' , 
*1+-
zoodat wegens (48*) zeker 
"m(a, a) < PA-""+i' 
is, waaruit volgt 
log 
<̂ m(«) = "m = hm — > m + 1; 
a^co log a 
en dus 
(56*) t o = l i m ~ > l , q .e . d. 
m—>co ni 
Analoog aan IV Definitie 3 geven we hier: 
IV Definitie 3*: Een P-adisch getal a heet P-adisch S-getal, 
indien voor ieder natuurlijk getal m en voor ieder {m + l)-tal geheele 
rationale getallen 
steeds de ongelijkheid 
m 
(57*) ! ^ a^a" |p > r(m)a-Y"> 
k=0 
geldt, waarin 
a = max{\ a,,], | Oi |, , | a^\), 
(58*) . , . . • r(m) > O slechts van a en m afhankelijk, 
Y > O slechts van a afhankelijk is. 
We hebben nu de aan IV Stelling 1 analoge 
IV Stelling 1*: IV Definitie 2b* en IV Definitie 3* zijn equi-
valent m. a. w. 
1. Uit IV Definitie 2b* volgt IV Definitie 3* voor iedere y > (a. 
2. Uit IV Definitie 3* volgt IV Definitie 2b* {zelfs met u < Y). 
O p m e r k i n g : Geheel analoog aan de opmerking bij IV 
Stelling 1 volgt ook hier, dat voor ieder transcendent getal a het 
getal Y (Y uit IV Definitie 3*) wegens (56*) steeds > 1 is, zoo-
dat het dus ook hier een extreem geval is, wanneer bij a het getal 
Y = 1 kan genomen worden (zie IV § 6). 
B e w i j s : Volkomen gelijk aan dat van IV Stelling 1. 
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O p m e r k i n g 1: In 't vervolg bezigen we als definitie van 
P-adische S-getallen steeds IV Definitie 3*. 
O p m e r k i n g 2: Dat er werkelijk P-adische S - g e t a l l e n 
bestaan, volgt later uit de in Hoofdstuk VI bewezen stelling, dat 
de maat van de verzameling van alle P-adische getallen, die niet 
S-getal zijn, gelijk nul is, hetgeen dus beteekent dat „bijna alle" 
P-adische getallen S-getallen zijn. 
Ook bestaan er P-adische U - g e t a l l e n : We zullen bewijzen, 
QO 
dat het P-adische getal o = ^ P*' een P-adisch U-getal is. 
4=1 
B e w i j s : a = Ji P*' = Jf; P*' + ^ P*' = u + i', waarbij 
i = l *=1 A- = «+l 
n 
u = 2^ P''- een natuurlijk getal is met 
i = l 
(64) 0 < u < 2 P " ' . 
Immers u = P"' + pc-i»! + _̂  pü < pn! _^ pn!-i _^ 
Voorts volgt uit 
j ; — p(n+l) ! _|_ p(n+2)! _|_ _ ^ _ ^ 
wegens de verscherpte driehoeksongelijkheid 
I a — ü |p = I i; |p = p-("+i)! = p-ni(«+i)^ 
zoodat dus wegens (64) geldt: 
(65) I ot — u |p < 
2 "+i 
u 
Beschouwen we nu de functie 
" i {a> ") = min (| ÜQ + «i» |p) 
a„, «1 = 0, ± 1 , , ±a 
I «o + «lOC lp - t O 
en kiezen we in plaats van a het getal u, dan geldt in verband met 
(65) zeker 
2 n+l 
*^1 («> " ) < 
dus 
log — . 
7 ^ t^i {">«) 
h m ; = =o j 
u-^cr, l o g U 
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zoodat voor de in IV § 5 gedefinieerde getallen t»i(oi), <*>(«<) en (i(a) 
onmiddellijk volgt 
" i ( " ) = °=/ ^ " ) = ^ > V-{<^) = 1. 
00 
Hieruit volgt wegens schema (52*) dat a = ^ P*' een P-adisch 
1 
U-getal is. 
Evenals voor de reëele en complexe getallen is het tot op heden 
een onopgelost probleem, of er P-adische T - g e t a l l e n bestaan. 
IV § 6. P - a d i s c h e S - g e t a l l e n m e t Y = !• 
Ook in K(P) vestigen we speciaal de aandacht op de S-getallen 
a met Y = 1 (zie de opmerking bij IV Stelling 1*). 
Wegens IV Definitie 3* geldt: 
la = max( | ÜQ |, | Qi |, , | a,„ |), 
4^0 '^ \r(m) > o slechts afhankelijk van X en m 
zoodat uit I I I Definitie 1* weer terstond volgt, dat voor zoo'n 
getal a bij zekere welgekozen m > 1 de vorm 
«o + «1» + + öm»'" 
een extreme vorm is. 
Volgens I I I Stelling 4* (analogon van de stelling van PERRON) 
is dus voor zoo'n P-adisch S-getal ot het getallensysteem 
extreem. 
We hebben dus de volgende stelling: 
IV Stelling 2*: Is x een P-adisch S-getal met Y = 1, dan is 
voor iedere m > 1 het getallensysteem 
1, a, a2, . . . . , a™ 
extreem. 
HOOFDSTUK V 
HET MAATBEGRIP BIJ P-ADISCHE GETALLEN 
V § 1. Analogieën van de maattheorieën van Jordan 
en Lebesgue. 
Het is een interessant probleem om analogieën van de maat-
theorieën van JORDAN en LEBESGUE te ontwikkelen in andere 
ruimten. 
W. FELLER en E. TORNIER ^) o. a. deden dit door de maattheorie 
van BOREL-LEBESGUE (overigens ook de inhoudstheorie van PEANO-
JORDAN) over te dragen op de z.g. nulruimte van BAIRE. Het bleek 
dat alle essentiëele eigenschappen van LEBESGUE'S maattheorie 
formeel ook in de nulruimte van BAIRE gelden. ^) 
Het is nu ons doel hier het analogon van LEBESGUE'S maattheorie 
in K(P) te ontwikkelen. Zooals reeds in de inleiding is opgemerkt, 
kunnen we ons in dit Hoofdstuk aansluiten bij het werk van 
FELLER en TORNIER; waar mogelijk zullen we hun methode op 
den voet volgen. 
V § 2. B e g r i p T a k v e r z a m e l i n g . 
In Hoofdstuk II hebben we reeds verschillende begrippen 
gedefinieerd (II Definitie 7 t/m 17), waarvan we nu gebruik 
maken bij de opbouw van een maattheorie in K(P). 
We dienen allereerst te beschikken over iets, dat overeenkomt 
met het begrip i n t e r v a l bij de gewone puntverzamelingen. 
Dit analogon vinden we in de t a k v e r z a m e l i n g . 
1) Zie noot 3) blz. 2. 
2) Als ander analogon van deze maattheorieën zij terloops naar de 
onderzoekingen van HAAR en van v. NEUMANN over het maatbegrip in 
topologische groepen verwezen: 
A. HAAR, „Der Massbegriff in der Theorie der kontinuierlichen Gruppen", 
Annals of Math. 34 (1933), blz. 147—169. 
J. V. NEUMANN, „Zum Haarschen Mass in topologischen Gruppen", Com-
positio Mathematica 1 (1934), blz. 106—114. 
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V Definitie 1: Zij n een geheel rationaal getal. Zij « een wille-
keurig getal uit K(P) met de P-adische reeksontwikkeling 
+00 
— 00 
waarin dus voor hoogstens eindig vele h< O geldt a^ ^ 0. 
De verzameling aller getallen uit K(P), welker reeksontwikkeling 
in de coëfficiënten . . . . , a„^2> ^n-i met die van het getal a overeen-
stemt, heet een t a k v e r z a m e l i n g met rangnommer n {kort n^^ 
takverzameling) : E„. 
O p m e r k i n g 1: De takverzameling E„ is blijkbaar door de 
index n en één willekeurig harer elementen « volkomen bepaald. 
O p m e r k i n g 2 : Blijkbaar geldt niet voor alle getallen uit E„ 
de eigenschap a„ = 0. 
Daar de coëfficiënten, die aan a„ voorafgaan voor alle getallen 
van E„ overeenstemmen en daar onder hen slechts een eindig 
aantal voorkomen, die ^ O zijn, is er een index — t <, n, zoo-
danig dat alle getallen van E„ te schrijven zijn in de vorm 
a = a_,P-' + a - , + i P - ' + i + . . . . , 
waar de coëfficiënten a^ {i > — t) geheele rationale getallen zijn 
met O < flj < P — 1, en waar in het geval — t< n geldt a-< ^ O, 
terwijl de coëfficiënten a-t, a-(+i, . . . . , a„_i vaste, d. w. z. voor 
alle a van E„ dezelfde, getallen zijn. Het in deze opmerking 
vastgelegde geheele getal f > — n is dus het kleinste getal t met 
de eigenschap, dat onze takverzameling E„ tot Kj behoort. In het 
geval n = — t, valt E„ = £_< met K( = K-„ samen. Blijkbaar 
is voor willekeurige geheele t steeds Kj één der oneindig vele 
takverzamelingen E_(, ter onderscheiding met E_<* aangeduid. 
Blijkbaar is EQ* = KQ de verzameling der geheele P-adische ge-
tallen. Volledigheidshalve rekenen we de leege verzameling ook 
tot de takverzamelingen. We zouden haar met EQO = E co* = K_co (P) 
kunnen aanduiden. Anderzijds zou men K(P) met E_oo = E.co * = 
Koo (P) = K(P) kunnen aanduiden. 
We zullen de voor alle elementen van E„ gemeenschappelijke 
getallenrij 
00 . . . . a-ta-t^^ a„-i 
soms aanduiden met de naam „beginstuk" van E„ en dat begin-
stuk voorstellen door het symbool Sw 
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Opmerking 3. 
Bewering 1: Zijn a en p twee elementen eener zelfde takverza-
meling E„, dan geldt: 
I a — P [p < P-«. 
B e w i j s : Schrijven we 
et = a_( . . . . a„_iX„ . . . . , 
dan is 
p = a_t . . . . an-ix' n ....; 
stellen we a-t . . . . a„-iOO . . . . = Y, waarin Y eventueel gelijk 
nul is, dan is 
a = Y + 8i en p = Y + 82, 
waarin wegens II Stelling 8 geldt | 81 jp < P-" , | 83 |p < P^", dus 
is I a — P |p = I 81 — 82 |p ^ P-" volgens (Il la) van II Stelling 4. 
Bewering 2 : /5 a element eener takverzameling E^ en geldt: 
1 a — p |p < P-", 
dan behoort ook p tot die takverzameling E„. 
B e w i j s : We schrijven weer 
« = a-(, a„-iXn 
en stellen a = YI + 81, waarin 
Yi = a-t^ a„-iOO 
We schrijven verder 
P = ö - i j • • • • Q n-lX n • • . . 
en stellen P = Y2 + 82, waarin 
Y2 = a'-ij . . . . a'«-iOO . . . . 
We nemen nu aan, dat p niet tot E„ behoort, dan is onmid-
dellijk in te zien, dat t = max {ti, f2) > — n is. Doordat we even-
tueel aan de coëfficiëntenwijzer van « of van P links coëfficiënten 
O toevoegen, kunnen we dus schrijven 
Yi = a-tP-* + a_e+iP-'+i + . . . . -f a„_iP«-i, 
Y2 = a'-tP-* + a'_,+iP-'+i + . . . . + a'„_aP"-i 
en dus 
Yi — Ya = {a-t — a'-t)P-* + . . • • + (a„_i — a'n-i)P"-\ 
Dat P niet tot E„ behoort, heeft nu ten gevolge, dat niet alle 
coëfficiënten in deze laatste uitdrukking gelijk zijn aan nul; dus geldt 
I V V I ^ p - n + 1 . 
I 11 " 2 |P ^ ^ » 
verder is onmiddellijk duidelijk 
I 8 I <• P - n . ! S I i^ p - n I 1 lp ^ *̂  » 1 2 IP ^ " 
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We kunnen nu schrijven 
« — P = (YI — Ya) + (81 — 82), 
waarin | YI — Y2 |p > p-^+i en wegens (Hla) van II Stelling 4 
I *i — 82 |p < P~", waaruit wegens {Illb) van II Stelling 4 volgt 
| a — P |p = I Yi — Y2 |p > P~"^ \ hetwelk strijdt met ons ge-
geven, q. e. d. 
Uit de beweringen 1 en 2 volgt onmiddellijk de belangrijke 
V Stelling 1: Is a een willekeurig getal eener takverzameling E „, 
dan is E„ identiek met de verzameling aller P-adische getallen x met 
I X — a |p < P-" , 
of, wat wegens de opmerking bij II Stelling 2 hetzelfde is, met 
j X — a | p < p - c - i ) . 
Uit V Stelling 1 blijkt onmiddellijk de analogie van takver-
zameling en interval. Men vergelijke ook de verwantschap met 
de begrippen afstand en omgeving in II Definitie 7 en 8; blijk-
baar is de takverzameling E„ een omgeving voor elk harer punten. 
Ligt a in E,„ dan zeggen we ook, dat E„ een takverzameling om a is. 
Volgens II Definitie 17 is de diameter van E„ gelijk P - " (zie 
ook de opmerkingen bij V Definitie 5a en 5b). 
V § 3. G r a f i e k v a n K(P); g r a f i e k v a n e e n t a k v e r -
z a m e l i n g . 
Het is nu niet moeilijk van de takverzamelingen, als ook van 
de verzameling K(P) zelf, een grafisch beeld te geven. Dit lukt 
het eenvoudigst door uit te gaan van de verzameling Ko(P) der 
geheele P-adische getallen, om daarna ook de gebroken P-adische 
getallen in de figuur te betrekken. 
Ter illustratie diene voor P = 3 de volgende grafiek van de 
verzameling der geheele 3-adische getallen, die een duidelijk beeld 
geeft van de Ie, 2e, 3e, . . . . takverzamelingen in Ko(3). De figuur 
wordt opgezet bij het punt S, waaruit we drie lijntjes teekenen 
van links naar rechts genummerd O, 1, 2. In elk der 3 uiteinden 
Ao, Aj en A2 herhaalt zich hetzelfde. Het geheele 3-adische getal 
X = Uo, üi «2 ^3 
vindt dan zijn beeld in de ondubbelzinnig bepaalde polygoontrek 
CA<0) ^W A(2) A(3) 
'^"•a„ •"•«1 " « a "-a-J • ' ' ' 
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Daarbij kunnen we de coëfficiënten OQ, a^, üg, . . . . zoowel 
voorgesteld denken door de vertakkingspunten 
A(o) Ad) A(-> 
^Uo ' "-ai > "-a, > . . . . > 
als door de takken 
c A ( 0 ) A<"> A<'> A ( i ' A(2) 
De stamboom S stelt dus de volledige verzameling van alle 
geheele 3-adische getallen voor. De boom met stam SA*i°̂  stelt voor 
één van de drie 1ste takverzamelingen van Ko(3). Hiertoe behooren 
alle 3-adische getallen 
X — 1 f CI1CI2 • • • • ƒ 
die hetzelfde element OQ = 1 hebben. 
De boom met stam SAff̂ AJĵ i stelt voor één van de 3^ 2de tak-
verzamelingen. Hiertoe behooren alle 3-adische getallen 
X = 0,2a2 . — , 
met ÜQ = 0; üx = 2. 
De boom met stam SA*,"* M:^\ kf\^ stelt voor één van de 3* 3de 
takverzamelingen. Hiertoe behooren alle 3-adische getallen 
X = 1,11 03 , 
met flo = üj = 02 = 1. 
Uitgaande van de stamboom S voor de verzameling Ko(3) der 
geheele 3-adische getallen, kan men nu ook de gebroken 3-adische 
getallen grafisch voorstellen. We doen dit achtereenvolgens voor 
de verzamelingen 
K,(3) , K2(3), K3(3), . . . . 
Om de 3-adische getallen uit Ki(3) in beeld te brengen, nemen 
AIO) A ( 0 ) A ( 0 ) A(0) A ( 0 ) A ( 0 ) A<0) A ( 0 ) A ( 0 ) 
'^OO, ^ 1 , - " 0 2 , ^^10, " - 1 1 , " - 1 2 , - " 2 0 , - " 2 1 , ' * 2 2 , 
Af^>-
Fig. 2. 
Stamboom van de verzameling van alle 3-adische getallen uit Ki(3). 
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we 3 congruente boomen als zooeven beschouwd, ontspruitend 
uit de punten A^~^^ A*i"", AS"^' en elk stoelend op een stam, 
die ontspruit uit een gemeenschappelijk punt A'~"'. 
Om nu bij iedere tak van de ontstane groote boom nog aan te 
geven of hij ontsproten is uit Aj,"^', A'f ^^ dan wel uit Ai~", 
zetten we vóór de reeds aanwezige onderste indices van ieder ver-
takkingspunt A nog de index O, resp. 1, resp. 2, al naar dit ver-
takkingspunt behoort tot de boom P^^\ A<]~̂ * of A^g"". 
Thans zijn alle getallen van Ki(3) in de figuur voorgesteld en de 
rij der onderste indices van een willekeurig vertakkingspunt is 
juist de coëfficiëntenwijzer van het door dat vertakkingspunt ge-
symboliseerde getal X uit Ki(3). Zie figuur 2 en zie verder de op 
volkomen analoge wijze geconstrueerde figuur 3, die de stam-
boom der getallen van K2(3) voorstelt. 
V § 4. F u n d a m e n t e e l e s t e l l i n g e n o v e r t a k v e r z a m e -
l i n g e n . 
Voor de takverzamelingen gelden eenige stellingen, die zullen 
blijken voor de opbouw van een maattheorie in K(P) van groot 
belang te zijn. 
V Stelling 2: ledere takverzameling is zoowel een open als ge-
sloten verzameling {kort o. g. verzameling). 
B e w i j s : a) Hoort <x tot E„, dan is E„ volgens V Stelling 1 
een omgeving van a (Zie II Definitie 8 met € = p-("-i)). E„ is 
dus o p e n . 
b) Is a* verdichtingspunt van E„, dan is er zeker een getal 
ot van E„ met de eigenschap 
I a — a* |p < P-" , 
zoodat a* volgens V Stelling 1 tot E„ behoort. E„ is dus g e s l o t e n . 
V Stelling 3: De verzameling van de takverzamelingen van K(P) 
is aftelbaar. 
B e w i j s : Aan iedere takverzameling E„ met rangnommer n > 0 
Voegen we een rationaal getal uit het P-tallig stelsel toe, n.l. het 
getal, dat in de schrijfwijze van het P-tallig stelsel voorgesteld 
wordt door 
a„-i a„_2 «o» ö-i Ö-2 a-t, waar a-t fl„-i het begin-
stuk van Sn van E„ is. 
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Is het rangnommer n = O, dan stellen we formeel a^ = O, 
zoodat het toegevoegde rationale getal dan is: 
O, a-i a-t. 
Is het rangnommer n< O b.v. n = — n' {n' > 0), dan stellen 
we eveneens formeel a_i = O, «-2 = 0, . . . . , O-,,. = O, zoodat 
het toegevoegde rationale getal dan is: 
O, O Oa-in'+i) a-t, 
dus 
O, O O a„-i a-t. 
Deze afbeelding is één-éénduidig. 
Daar de rationale getallen aftelbaar zijn, is dus de verzameling 
van de takverzamelingen van K(P) aftelbaar. 
V Definitie 2: Twee takverzamelingen, die geen punt gemeen 
hebben, heeten b u i t e n e l k a a r g e l e g e n . 
V Stelling 4: Hebben 2 takverzamelingen E^ en Ê  (z < ƒ) een 
punt a. gemeen, dan is Ê  g E .̂ 
G e v o l g 1: De doorsnede van 2 takverzamelingen is of leeg of gelijk 
aan een der beide verzamelingen, dus in ieder geval een takverzameling. 
G e v o l g 2 : Twee takverzamelingen van denzelfde rang liggen 
buiten elkaar of vallen geheel samen. 
B e w i j s v a n V S t e l l i n g 4 : Voor alle punten x van Ê . geldt 
volgens V Stelling 1 | a — •'̂  |p < P~' en dus < P- ' , zoodat al 
deze punten x wegens V Stelling 1 tot Ê  behooren. 
Hieruit volgt Ej S E .̂ 
V Stelling 5: De somverzameling S van n^^ takverzamelingen 
bij gegeven vaste n is o. g. verzameling. 
B e w i j s : De E„ zijn als takverzamelingen volgens V Stelling 2 
zoowel open als gesloten. Wegens II Stelling 15 is S o p e n . Zij 
verder a* verdichtingspunt van S, dan is er minstens één punt 
ot van S, zoodanig dat |ot* — « | p < P - " . Het punt ot behoort 
echter tot minstens één der takverzamelingen E„ van S. Wegens 
V Stelling 1 behoort dan «* tot die E„ en dus tot S. S is dus 
g e s l o t e n . S i s derhalve o. g. verzameling. 
V Definitie 3: Zij ot een punt in een open verzameling O van 
K(P). Dan is er een takverzameling, die a bevat en geheel tot O 
80 V Het maatbegrip bij P-adische getallen 
behoort. ^) Een takverzameling met deze eigenschap en met het kleinst 
mogelijke rangnommer r noemen we een m a x i m a l e t a k v e r z a -
m e l i n g Er = E,.(a) van O (behoorend bij a). 
V Stelling 6: Twee niet samenvallende maximale takverzamelingen 
van een willekeurige open verzameling O van K(P) liggen buiten elkaar. 
B e w i j s : Noem de twee willekeurige maximale takverzame-
lingen E,(a) en E,(p) {i < ƒ). Stel ze hadden een punt Y gemeen, 
dan volgt uit V Steüing 4 dat Ey(p) g Ei(a). 
We onderscheiden twee gevallen: 
1. i = j ; dan vallen E, en Ê- wegens Gevolg 2 van V Stelling 4 
samen. 
2. i < j ; dan zou Ej(p) niet maximale takverzameling van O 
zijn, behoorend bij punt p. 
In beide gevallen dus tegenspraak! E,(a) en E,(p) liggen dus 
buiten elkaar. 
Gevolg 1: Twee maximale takverzamelingen van O, behoorend 
bij eenzelfde punt ot, vallen geheel samen. Met andere woorden: 
Een takverzameling om «, die tot O behoort, is dus óf wel de 
maximale takverzameling om a óf wel in deze vervat, terwijl ze 
in het laatste geval een hooger rangnommer dan deze maximale 
takverzameling bezit. 
Gevolg 2: ledere open verzameling O uit K(P) is gelijk aan de 
som harer maximale takverzamelingen. 
O p m e r k i n g 1: Denken we ons de takverzamelingen van 
K(P) in een aftelbare rij, dan kunnen we daaruit de takverzamelingen 
schrappen, die geen maximale takverzameling van O zijn. Daar-
mede zijn dus de maximale takverzamelingen in een aftelbare rij 
geordend. )̂ 
O p m e r k i n g 2: Dit gevolg 2 is een analogon van de bekende 
stelling uit de lineaire puntverzamelingen, dat iedere begrensde 
') Immers daar a punt is van een open verzameling O, is er een omgeving 
van a: 
I a — X jp < P~" {n voldoende groot), 
die geheel binnen O ligt, welke omgeving takverzameling is. 
)̂ Indien een open verzameling O als som van buiten elkaar gelegen tak-
verzamelingen (niet noodzakelijk maximale) is voorgesteld, noemen we een 
dergelijke somvoorstelling een s p l i t s i n g van O. 
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open puntverzameling éénduidig is voor te stellen als som van 
hoogstens aftelbaar veel van elkaar gescheiden open intervallen. 
Duidelijk treedt hier aan 't licht de analogie tusschen open intervallen 
bij de reëele getallen en takverzamelingen bij de P-adische getallen. 
V Definitie 4: Stellen we een open verzameling O van getallen 
uit K(P) als som harer maximale takverzamelingen voor, dan zeggen 
we, dat we de open verzameling O op de n o r m a a l v o r m hebben 
gebracht. In teeken ^) O = 2^ E,,,. 
i 
V Stelling 7: Zijn O en O' twee open verzamelingen uit K(P) met 
0 ^ 0 ' 
en zijn 
0 = 2: E,,,, O' = y E'u, 
i k 
hare normaalvormen, dan behoort iedere E'(J.) tot één en slechts één E^). 
B e w i j s : Bij een punt ot van O' hoort een bepaalde maximale 
takverzameling E'(j.)(o) van O'. Wegens O' g O is a ook punt 
van O en hoort E'(,,)(a) tot O; verder hoort bij a ook een be-
paalde maximale takverzameling E(i)(ot) van O. Uit gevolg 1 van 
V Stelling 6 volgt dan onmiddellijk E\^.){ci) c E(;)(a). 
Er is dus minstens een E(,:), die E'(i-) bevat. 
Stel E'(J.) behoorde nog tot een tweede £(,) b.v. totËj,,. Dan zouden 
echter E^) en Ëj,) minstens één punt gemeen hebben, doch dit is 
onmogelijk, daar E(,) en Ë(j) als maximale takverzamelingen van O 
buiten elkaar liggen. 
Er is dus. hoogstens één E,,,, die E'(j.) bevat. 
V Stelling 8: Hebben de open verzamelingen O en O' van K(P) 
de normaalvorm 
0 = 2: E(,„ O' = ^ E',,,, 
i j 
dan heeft de doorsnede 0 0 ' de normaalvorm: 
OO' = 2 E,i,E',;,. 
!, i 
^) a) Is het noodzakelijk takverzamelingen te onderscheiden door middel van 
indices, die niet noodzakelijk het rangnommer in de zin van V Definitie 1 
voorstellen, dan plaatsen we deze indices tusschen haakjes. 
b) Komen in de normaalvorm slechts een eindig aantal E^) voor, b.v. n, 
dan zullen we, waar noodig, voor i> n formeel E^^) = de leege verzameling 
gesteld denken, zoodat dan de rij der E(j) niet afbreekt. 
6 
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B e w ij s: Volgens de distributieve wet voor verzamelingen 
geldt reeds: ^^, ^ ^ ^̂ ^̂ ,̂̂ ^̂ _ 
We behoeven nog slechts aan te toonen, dat de termen E(J)E'(J) 
van de som 2: ^(o^'ij) maximale takverzamelingen zijn van OO'. 
». i 
Daar de E(j), als maximale takverzamelingen, buiten elkaar gelegen 
zijn, evenals ook de E ' , ^ , weten we reeds, dat ook de E,,)E'(p buiten 
elkaar gelegen zijn. 
We onderscheiden nu twee gevallen: 
1. Alle doorsneden E(i)E'(j) zijn leeg; dan is het bewijs triviaal. 
2. Niet alle doorsneden E(j)E'(y) zijn leeg; bevat b.v. de ver-
zameling E(i)E'(j) een punt ot, dan is wegens V Stelling 4 (gevolg 1) 
deze verzameling gelijk aan een der beide verzamelingen E^^ oiB\j). 
Om redenen van symmetrie kunnen we zonder de algemeenheid 
te schaden, aannemen E(j)E'(p = E(,). Gesteld nu deze verzame-
ling ware geen maximale takverzameling van 0 0 ' behoorend bij 
het punt ot, dan was er een takverzameling Ê in OO' met een rang-
nommer kleiner dan dat van E),) en die a bevatte. Echter lag dan 
ook Ë in O, zoodat £(,> niet maximale takverzameling in O was, 
wat strijdt met het onderstelde. 
V Stelling 9: Zijn O en O' twee open verzamelingen uit K(P) 
met normaalvormen 
O — 2 E(,), 
O' = 2: E' ( ) • ) > 
IS 
o + O' = J: E (V) 
V 
de normaalvorm van de verzameling O + O' en zijn 
Ov = ^(v.l) r E(̂ _2) + . . . . , 
O V = E (y_i) + E (^2) + 
de sommen der E(J), resp. E'(p, die in E^^^ liggen, dan geldt: 
1» O , + 0 ' , = E(,), 
2" ^ O^ = O, 
30 i o'̂  = O'. 
V 
B e w i j s : P Uit de definities van O^ en O'^ volgt reeds: 
(66) O, + O' , i E(,). 
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Wegens (66) behoeven we nog slechts te bewijzen: 
(67) 0 , + 0 ' , i E ( , ) . 
Neem nu een punt a van E(^), dan is a punt van O -|̂  O' en dus 
óf punt van O, 
óf punt van O', 
óf punt van beide. 
Zonder de algemeenheid te schaden, mogen we aannemen, dat 
a punt van O is. Dan ligt ot in een maximale takverzameling E^) 
behoorende bij a. E^) ligt echter ook in O + O' en dus volgt uit 
V Stelling 6 (gevolg 1) dat E(,) bevat is in Ê ĵ en volgens de 
definitie van O^ ligt a dus in O,, en dus in O^ -f- O'^. Hiermede is 
(67) bewezen. 
2" Om 2" en 3° te bewijzen, is het voldoende alleen 2" te bewijzen. 
Daar de Ê ^̂ ^ takverzamelingen van O zijn en dus binnen O 
liggen, volgt reeds: 
(68) 2:0^ = 2 2: E,,,̂ ) g O. 
Wegens (68) behoeven we nog slechts te bewijzen: 
(69) ^ 0 , 1 0 . 
V 
Neem een punt ot van O, dan is oi punt van 0 + 0 ' en dus 
ligt 01 in een bepaalde maximale takverzameling E(,,), behoorende bij 
ot. Ook ligt ot, als punt van O, in een bepaalde E^i). 
Daar E(,) een punt met E(̂ ) gemeen heeft is volgens V Stelling 6 
(gevolg 1) E(i) in E,^, besloten, zoodat dus ot ook in O^ en dus ook 
in 2: O,, ligt, waarmede (69) is aangetoond. 
V Stelling 10: De somvoorstellingen 
1 Oy = E(yl) + E(,,2) + . . . . 
2 ü y = E (yĵ j -|- E (̂ 2) + . . . . 
uit V Stelling 9 zijn normaalvormen. 
B e w ij s: Het is weer voldoende alleen 1" te bewijzen. Ê ^̂ ,̂ is 
een maximale takverzameling van O, behoorende bij een punt a. 
We moeten bewijzen, dat Ê ĵ̂ , ook een maximale takverzameling 
is van O^. Stel dit was niet het geval, dan was er een takverzameling 
Ë van Oy om a, die een kleiner rangnommer bezat dan E^^-^^ Ë lag 
dan echter in O, wat wegens V Stelling 6 (gevolg 1) strijdt met 
het gegeven, dat E(̂ )̂ maximale takverzameling is in O, behoo-
rende bij a, 
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V Stelling 11: Zij 
Oi, Ug, . . . . 
een rij van open verzamelingen uit K(P) met hunne normaalvormen 
0 „ = 2;E<«J ( n = l , 2, . . . . ) , 
zij *• 
O = Oi + O2 -F . . . . 
de somverzameling der 0„, met de normaalvorm: 


























B e w i j s : 1): Uit de definitie van O^"' volgt reeds: 
(70) 0<i' + O f + . . . . g E , , ) . 
Wegens (70) behoeven we nog slechts te bewijzen 
(71) 0^1' -f O'^' + . . . . ^ E(,). 
Neem een punt ot van E(^), dan is ot punt van Oj + O2 + . . . . , 
en dus punt van minstens één der verzamelingen 0 „ , stel van 
0,„ {m > 1). Dan ligt a in een maximale takverzameling Ê ™̂,' 
behoorende bij ot. 
Wegens V Stelling 6 (gevolg 1) is dus EĴ J*/ in E(^) besloten. Maar 
dan behoort E[™,* tot de verzameling Ô ™' en dus is a punt van 
057^ en dus ook punt van O*," + Ov"' + . • • • ' waarmede (71) is 
bewezen. 
V § 5 . E i s c h e n , w a a r a a n e e n m a a t t h e o r i e in K(P) 
m o e t v o l d o e n . 
We hebben in 't voorgaande er al meermalen op gewezen, dat 
de takverzamelingen in K(P) dezelfde rol spelen als de intervallen 
(rechthoeken of cirkels) in het lichaam der reëele (complexe) 
getallen. Het maatbegrip van LEBESGUE bij z.g. meetbare ver-
zamelingen is een uitbreiding van het begrip lengte van een interval. 
1) Deze stelling is blijkbaar een uitbreiding van V Stelling 9̂  en bevat 
laatstgenoemde stelling als bijzonder geval. Het bewijs is dan ook volkomen 
analoog aan dat van V Stelling 9 .̂ 
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Willen we in K(P) een maattheorie analoog aan die van LEBESGUE 
ontwikkelen, dan ligt het voor de hand: 
P de m a a t v a n e e n t a k v e r z a m e l i n g 
in K(P) te definieeren en met behulp hiervan vervolgens 
2" de m a a t v a n e e n o. g. v e r z a m e l i n g , 
3" de m a a t v a n e e n o p e n v e r z a m e l i n g , 
te komen tot een definitie van het begrip meetbare verzameling 
en met behulp daarvan te definieeren 
4° de m a a t v a n e e n m e e t b a r e v e r z a m e l i n g . 
Dit laatste doen we allereerst voor de z.g. begrensde )̂ ver-
zamelingen, om daarna door een limietovergang ook de niet-
begrensde in onze beschouwing te betrekken. 
We zullen telkens na iedere nieuwe definitie aantoonen, dat 
deze de vorige in zich sluit, d. w. z. dat het voorafgaande maat-
begrip alle eischen der nieuwe definitie vervult. 
We willen, dat analoog aan LEBESGUE'S maattheorie, ons maat-
begrip aan de volgende voor de hand liggende eischen )̂ voldoet: 
Eisch I. De maat van iedere meetbare verzameling is gelijk 
aan of grooter dan nul. 
Eisch II. De maat van een verzameling, die als som van eindig 
of aftelbaar oneindig veel buiten elkaar gelegen verzamelingen is 
voor te stellen, is gelijk aan de som van de maten der deelver-
zamelingen (z.g. additieve eisch). 
Ten einde aan deze eischen tegemoet te komen, spreken we 
af aan de leege verzameling steeds de maat nul toe te kennen. 
Daar, zooals is opgemerkt, de definities der onder 2°, 3" en 4" 
genoemde maatbegrippen elkaar insluiten, zal het voldoende zijn 
aan te toonen, dat de voorlaatste definitie, n.l. die van de maat 
van een begrensde meetbare verzameling aan de eischen I en II 
voldoet. We zullen dan door een limietovergang in staat zijn te 
bewijzen, dat aan deze eischen ook wordt voldaan door de maat 
van een willekeurige meetbare verzameling. 
)̂ Een verzameling A uit K(P) noemen we begrensd, indien er een 
geheel getal t bestaat met de eigenschap, dat A geheel gelegen is binnen K((P). 
Zie II Definitie 17. 
)̂ Zie o. a. L. SCHLESINGER U. A. PLESSNER, „Lebesguesche Integrale und 
Fouriersche Reihen", Berlin u. Leipzig 1926, blz. 36. 
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V § 6, Maa t van een t a k v e r z a m e l i n g . 
V Definitie 5o: Onder de maat \\ E„| |pi) {kort \\ E„ ||) van 
de n<^^ t a k v e r z a m e l i n g E„ verstaan we: 
l | E „ | l = P - ' . 
O p m e r k i n g : Zijn a en p punten uit E„, dan is volgens 
V Stelling 1 | a — P jp < P"". Men construeert gemakkelijk 2 punten 
ot en p in E„, waarvoor [o — P |p = P"" (men zorge er immers 
slechts voor, dat de coëfficiënten a„ en 6„ in de coëfficiëntenwijzer 
van ot, resp. p verschillend zijn; vergelijk Bewijs van Bewering 1 
in Opmerking 3 bij V Definitie 1). Hiermee is gerechtvaardigd 
de met V Definitie 5a equivalente definitie: 
V Definitie 56 : Onder de maat \\ E„ |] van een n^^ takverza-
meling E„ verstaan we het {steeds bestaande) maximum van | ot — p |p, 
waar o en p twee willekeurige getallen van E„ zijn. 
O p m e r k i n g : Volgens V Definitie 5b en I I Definitie 7 is de 
maat || E„ [| van E„ blijkbaar de bovenste grens van de afstanden 
van willekeurige puntenparen uit E„ en is dus volgens II Definitie 17 
niets anders dan de d i a m e t e r van E„. 
Gemakkelijk bewijzen we nu de volgende 
V Stelling 12: Bij gegeven n -O en z > 1 is de maat \\ E„ || 
van een willekeurige n^^ takverzameling E„ gelijk aan de som van de 
maten van alle hare deeltakverzamelingen E„+J van de (n + i)^^ rang. 
B e w i j s : Zij E„ een n*̂^ takverzameling en doorloopt EI^^^ 
alle (n + l)de takverzamelingen, waarvan het beginstuk Én+i aan-
vangt met Sn, zoodat dus 
p - i 
^n — -^ ^n+l> 
v = 0 
dan is volgens V Definitie 5a 
p - i 
(72) ^ II EŜ ^̂ I II = P X p-<"+i) = P -" = II E„ | | . 
V = 0 
Van elk der Ê ^̂ ^ geldt op dezelfde wijze: 
p-i 
II p(Vi) II _ y II rrCXiVz) II 
II "̂ «+1 11 — •*- II "̂ «+2 ll> 
)̂ De index P bij deze maatnotatie, die aanduidt, dat we in K(P) zijn, 
laten we, zonder daardoor de duidelijkheid te schaden, in het vervolg weg, 
daar in het volgende over geen andere verzamelingen, dan die in K(P) liggen, 
maatbeschouwingen worden gehouden. 
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als het beginstuk él+s"' aanvangt met S^^l Zoodat dus 
p - i p - i 
II F II — V V II cCViVj) jl 
II n I I •"^ ^^ 11 «+2 I I. 
Door volledige inductie vinden we dan voor ieder natuurlijk 
getal i p_i p_i p_i 
II E II _ V V y II F ( V I V 2 . . . . V J ) | | 
l l i ^ - n l l .^^ .^^ . . . . , ^ II t^n+i 11' 
waar dus het beginstuk Sn-^i''' '̂̂  van alle E'-^II • • • ^«' aanvangt met Sn. 
V § 7. D e m a a t v a n o. g. v e r z a m e l i n g e n . 
We blijven in deze § in de verzameling Kj = K((P), waar ( 
een vast gekozen eindig geheel getal is, dat we dus niet weer in 
iedere stelling, hulpstelling en definitie van deze § opnieuw zullen 
definieeren. We bewijzen eerst de belangrijke 
V Stelling 13: Is A een o. g. verzameling uit Kt, die op twee 
manieren als som van buiten elkaar gelegen takverzamelingen is voor 
te stellen ^) 
A = V E(,) en A = v E'^,, , 
dan is ^ ""' 
^ | | E ( , ) | 1 = v | [ E ' ( , J | . 
V V 
Met het bewijs dezer stelling zal zijn gerechtvaardigd de volgende 
V Definitie 6: Onder de m a a t 11 A || van een o. g. verza-
meling A uit Kt verstaan we 
II A II — V II F II II -f̂  II  .J. 11 -C-cv) II» 
als 2: E(̂ ) een willekeurige splitsing van A is. ^) 
V 
O p m e r k i n g : De maat van een takverzameling voldoet blijk-
baar aan deze definitie. 
Voor het bewijs van V Stelling 13 toonen we eerst een aantal 
hulpstellingen aan, n.l. V Hulpstelling 1 t/m 6. 
V Hulpstelling 1: Is de takverzameling E = 2: ^'Q) gesplitst in 
X 
takverzamelingen E\-^-^ hoogstens van den rang n {n ^ — t), dan is 
l |E| |=^||E'(^, | | . 
A 
)̂ Zie Gevolg 2 en Opmerking 1 op blz. 80. 
-) Zie blz. 80 noot ^). Dat A minstens op één wijze is te splitsen in een 
som van buiten elkaar gelegen takverzamelingen volgt uit V Stelling 6 
(gevolg 2), daar A als o. g. verzameling open is. 
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B e w i j s : Is E'^^^ een takverzameling met rangnommer n, dan 
laten we £'̂ 5̂ ^ onveranderd. Is echter E'̂ ^̂  van lagere rang, dan 
splitsen we E\^^ in takverzamelingen van de nde rang: 
Dan is volgens V Stelling 12 
II '̂(X) II = -S II E(XiX) IIJ 
dus is ^ 
(73) v | | E ' , ^ J | = ^ v | | E ( ^ j | . 
X X [Jt 
We hebben thans de splitsing 
X [J. 
waar de E^j^, takverzamelingen van de rang n zijn. 
Volgens V Stelling 12 is ook 
| | E | | = ^ ^ | | E ( ^ J | . 
X [J. 
Uit deze formule en (73) volgt 
| |E| | =^ | |E ' ( ; , , II, q.e.d. 
X 
Afspraak: In elk der volgende hulpstellingen 2 tjm 6 wordt een 
bepaalde splitsing a van K(: 
(74) K, = ^ E(P>, 
p 
waarbij dus de takverzamelingen E*P' buiten elkaar liggen, ten grondslag 
gelegd; is E een willekeurige takverzameling van K<, dan rekenen we E tot 
Klasse I, indien voor minstens één P geldt E ' P * ^ E ; 
Klasse II, indien E een echte deelverzameling is van één der E 'P \ 
Ter onderscheiding zullen we de elementen van klasse I ook aan-
duiden met E en die van klasse II met E. 
O p m e r k i n g : Volgens V Stelling 4 zijn E en E^P'voor wille-
keurige p óf wel buiten elkaar gelegen óf wel de een in de ander 
vervat. We bewijzen thans 
V Hulpstelling 2: ledere takverzameling E van Kj ligt in één 
en slechts in één der beide klassen. 
B e w ij s: a) Zij « een willekeurig punt van E, dan ligt a in één 
bepaalde E*P̂  Er zijn dan volgens V Stelling 4 twee mogelijkheden: 
10 E 3 E<P̂ , d. w. z. E behoort tot klasse I. 
20 E c E<P>, d. w. z. E behoort tot klasse I I . 
E ligt dus in minstens één klasse. 
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b) Stel E ligt zoowel in klasse I, als in klasse I I ; d. w. z. E 
bevat E^P'' en is echte deelverzameling van een E'P'^' (pj :̂ t Pg), dus 
E ( P I ) ( - E<P2'. 
Dit is echter onmogelijk, daar de E*P' buiten elkaar liggen. Dus 
E ligt in hoogstens één klasse. 
V Hulpstelling 3: Elke takverzameling E van klasse I is te 
splitsen in takverzamelingen E'P' van (74), in teeken 
Ë = V E'Pf̂ ' = Z E,^). 
O p m e r k i n g : Daar de E*P' alle buiten elkaar liggen, is het 
evident, dat de in deze hulpstelling bedoelde splitsing ondubbel-
zinnig is. 
B e w i j s v a n V H u l p s t e l l i n g 3 : Zij « een willekeurig 
punt van E, dan ligt a in één bepaalde E'P^ E is dus bevat in de 
somverzameling E ' dier verzamelingen E*P'. Daar E tot klasse I 
en dus niet tot klasse II behoort, geldt voor elk dier E'P': 
(75) Ê P' s Ë. 
(Zie V Hulpstelling 2 en de opmerking daarboven). Uit (75) 
volgt echter dat E ' bevat is in E. Er geldt dus E' = E> q. e. d. 
V Hulpstelling 4: Behoort de n^^ takverzameling En tot klasse I, 
doch niet tot de rij der verzamelingen E'P^ van (74), dan zal elke tak-
verzameling E„+i uit E„ eveneens tot klasse I behooren. 
B e w i j s : Gesteld E„+i behoorde tot klasse II, dan was E„+i 
echt bevat in één der verzamelingen E^P\ Deze E*P̂  heeft volgens 
V Stelling 4 (zie ook Gevolg 2) een lager rangnommer m dan 
n + 1. Volgens diezelfde stelling geldt dus E„ ^ E<P̂  (daar E„ en 
E'P> de verzameling E„+i gemeen hebben en m < n is). Daar volgens 
het gegeven E„ ^ E'P^ is, geldt dus E„ c E*P̂  en hoort dus E„ 
tot klasse II, wat een tegenspraak is. 
V Definitie 7: Is 
Ë = ^ E W > = V E , ^ , 
\l [X 
een willekeurige takverzameling uit klasse I, die volgens V Hulp-
stelling 3 gesplitst is, dan noemen we 
_ J^a(Ë) = ^ II E(^, II 
het ij k g e t a P ) van E. 
1) Met betrekking tot de ten grondslag gelegde splitsing a van K^. 
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V Hulpstelling 5: Is de verzameling E een niet leege som van 
takverzamelingen E^ ,̂ uit klasse I: 
(76) E = V Ë(,), 
V 
dan behoort de verzameling E weer tot klasse I en heeft tot ijkgetal 
>'a(E) = ^ya(Ë(v)). 
V 
B e w i j s : 1) Dat E van klasse I is, is evident. 
2) Daar iedere takverzameling E(v) tot klasse I behoort, is wegens 
V Hulpstelling 3 
zoodat wegens (76) geldt: 
(78) E = V v E(,j„. 
Uit (77) volgt wegens V Definitie 7: 
>'<,(Ë(,>) = ^ ^ | | E ( , ^ , | | . 
(̂  
Uit (78) volgt eveneens wegens V Definitie 7: 
J ' a ( E ) = V v | | E ^ ^ j , ) | | . 
D u s is V ix ^ 
7a(E) = ^:>'a(Ë(v)), q . e . d . 
V 
V Hulpstelling 6: Heeft een n'^^ takverzameling E„ uit klasse I 
de eigenschap 
(79) ^. 7^(Ë„) 7^ II Ë„ II, 
dan bezit E„ een deeltakverzameling E„+^ met rangnommer n + 1 
en van de klasse I met de eigenschap: 
>'a(En+i) ^ II E„+i ||. 
B e w ij s: Stellen we de deeltakverzamelingen met rangnommer 
n + 1 van E„ voor door "iinli, dan is dus 
(80) Ë„ = j : H ( r i i . 
V 
Wegens (79) is E„ geen takverzameling E'P^ der splitsing a (want 
anders was y^i^n) = |[ E„ | | ) ; dus is volgens V Hulpstelling 4 
elke H*j+i een takverzameling van klasse I. 
Wegens (80) en V Hulpstelling 5 geldt dan 
(81) ya(Ë„) = J : ; ja (Hï ï i ) . 
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Stel nu in strijd met het gestelde 
. >'a(Hi^i) = | | H a | | voor elke v, 
dan volgt uit (81) 
(82) >'a(ËJ = ^ | | H r i | | . 
V 
Verder is, daar E„ in zijn deeltakverzamelingen H^^j gesplitst 
wordt, wegens V Stelling 12 
(83) | | Ë „ | | = ^ | | H < ^ A | | . 
V 
Uit (82) en (83) volgt 
y^iE„) = | |E„ | | . 
Maar dit is in strijd met het onderstelde (79). Minstens één 
der Hl'^li voldoet dus aan de voorwaarde y^{H^^li) ^ \\ H^^l^ \\. 
Daar deze H'-^l^ tevens van klasse I is, is hiermee onze Hulpstelling 
bewezen. 
Bewijs van V S t e l l i n g 13: 
V o o r o p m e r k i n g : We behoeven V Stelling 13 slechts aan 
te toonen voor het speciale geval, dat de daar beschouwde ver-
zameling A met Kt samenvalt; want daaruit is in eenige regels 
de volledige V Stelling 13 af te leiden. Gesteld n.l. dat de stelling 
voor dit speciale geval bewezen ware. Zij dan A een willekeurige 
o. g. deelverzameling van K^ en gelde volgens de notatie van 
V Stelling 13 
A — V F — V F' 
^ . ^ •'-'(V) . i - -Cl (v)« 
V V 
Zij B het complement van A in K ,̂ dan is B volgens II Stellingen 
14 en 17 eveneens een o. g. verzameling, die dus volgens Gevolg 2 
van V Stelling 6 als som van buiten elkaar gelegen takverzame-
lingen is voor te stellen: 
B = E(i, + E(2) + ; 
dan geldt: 
K« = ^ E(̂ ) + Z Ë(̂ ) = Z E%) + ^ Ë(̂ ). 
V V V V 
Volgens het als bewezen aangenomen speciale geval is dus 
^ II E,,) II + V II Ë(,, 11=^11 E%) II + ^ II Ë 
V 
en dus is ook 
(v) II T- „i_ II -^(v) \\ — .^ \\ ^ (V) W ~ •^ W " (̂v) 
V V V 
J : II E(̂ ) II = ^ II E%J|, q.e.d. 
V V 
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Om nu tot het bewijs voor het spec ia l e geval A = Kf 
te komen, merken we op, dat K( een takverzameling is. Een der 
spHtsingen is dus K( = Kf Is nu Kj = ^ EJP] een willekeurige 
V 
andere splitsing a in buiten elkaar gelegen takverzamelingen, dan 
behoeven we nog slechts aan te toonen 
l iK, | | = ^ | |E<P)| | . 
V 
Voor het vervolg van dit bewijs leggen we deze splitsing a ten 
grondslag. 
Wegens V Definitie 7 heeft K* het ijkgetal 
;^.(K.) = ^ | | E | P > | | . 
V 
We behoeven nog slechts te bewijzen 
y,(K,) = | |Ke | | . 
Stel 
> ; „ ( K , ) : ^ | | K , II; 
Kt zelf is een takverzameling met rangnommer — t en behoort 
tot klasse I (Kt is n.l. geen echte deelverzameling eener E*P̂ ). Dus 
bezit Kj volgens V Hulpstelling 6 (met Kj = E„ = E-t) een 
deeltakverzameling E-t+i met 
>'a(Ë-i+i)7^ IIË-j+i | | , _ 
E-t+i bevat weer een deeltakverzameling E-t+2 met 
ya(Ë-t+2) ^ il Ë-j+2 II, enz. 
Algemeen krijgen we een rij van takverzamelingen 
Kt D E-t+i 3 E_(+2 13 . . . . , 
die alle van klasse I zijn en aan de ongelijkheden 
y^(Ë-,+v)^IIË-,+,| | (v = l, 2, . . . . ) 
voldoen. 
Daar K< volgens II Stelling 17 een volledige metrische ruimte 
is, kan men II Stelling 18 toepassen met 
V =K< 
Al = t,-t+i> A2 = E_(+2, . . . . , 
daar de overige voorwaarden van II Stelling 18 hier alle vervuld 
zijn (de diameter van A^ = E_t+v is volgens de opmerking onder 
V Definitie 5b gelijk aan P*~̂  -> O voor v ->oo). 
Er is dus één en slechts één punt a, dat tot elke E^ behoort. 
Dit punt a behoort echter ook tot één der takverzamelingen 
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E'P' der splitsing o. Daar E^P^ open is, bestaat er een e-omgeving 
om a, die geheel tot Ê P' behoort: 
(84) I X — a |p < P""» (e = p-"°). 
We weten voorts 
E— II — -pt-n. 
-«+•«11 — '^ t 
hieruit volgt voor iedere x uit E_,+ „: 
max I a — X |p < P'~", 
d. w. z. voor n > «o + ^ behoort elk punt x van E-t+n tot de om-
geving (84) en dus tot E^P-, dus 
Ë-t+„ c E<P' (en wel echt). 
Doch dit beteekent, dat de takverzameling E_,+ „ behoort tot de 
klasse I I ; tegenspraak! 
De veronderstelling 
y,iKt)^\\Kt\\ 
kan dus niet waar zijn, zoodat dus: 
>;a(K,) = | | K , | | , _ 
waarmee V Stelling 13 volledig bewezen is. 
V Stelling 14: Voor de maat van o. g. verzamelingen uit Kt 
gelden de volgende rekenregels: 
1. Zijn A en B twee buiten elkaar gelegen o. g. verzamelingen uit 
Kt, dan zs A + B een o. g. verzameling en geldt: 
I|A + B[ | = | | A | | + | | B | | . 
2. Zijn A en A' twee o. g. verzamelingen uit Kj, met A ^ A', dan 
is A — A' een e.g. verzameling en geldt: 
II A — A ' II = II A | | —I l A ' l l . i ) 
3. Onder dezelfde voorwaarden als bij 2 geldt: 
l | A | | > | | A ' | | . 
4. Zijn A en B twee willekeurige o. g. verzamelingen uit Kt, dan 
zijn A + B en AB o. g. verzamelingen en geldt: 
II A + B | | = II A | | + IJBII —II A B | | . 
B e w i j s : 1. Dat A + B o. g. verzameling is, is triviaal. 
Beschouwen we zoowel van A als van B een splitsing in buiten 
elkaar gelegen takverzamelingen 
A = ^^ E(„), 
a 
B = ^ E(p), 
)̂ Onder A — A' verstaan we de verzameling der getallen van A, die niet 
tot A' behooren. 
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dan is wegens V Definitie 6 
| | A | | = ^ | | E ( „ ) | | , 
a 
B il v II r 11 
p 
Daar de takverzamelingen Ê ^̂ , buiten de takverzamelingen E(R) 
zijn gelegen, volgt uit 
A + B = ^ E(„) + Z E(p, 
a P 
wegens V Definitie 6 onmiddellijk: 
| ! A + B | | = V| |E ,^J | + v | |E ,p , | | , 
a P 
zoodat dus 
II A + B II = II A | | + | | B II. 
2. Blijkbaar is A — A' = A(K< — A') en dus als doorsnede van 
twee o. g. verzamehngen zelf o. g. verzameling (zie II Stelhng 
15 en 16). Door het onder 1. bewezene toe te passen op de buiten 
elkaar gelegen o. g. verzamelingen A' en A — A' volgt: 
II A II = II A' + (A — A ' ) II = II A' II + II A — A ' ||, d. w. z. 
II A — A ' II = II All — I I A'||. 
3. Daar 11 A — A' 11 > 0 is, volgt uit de laatste gelijkheid 
onmiddellijk: 
11 A 11 > 11 A' 11 
4. Daar de beide o. g. verzamelingen A en (B — AB) buiten 
elkaar gelegen zijn, volgt uit: 
A -i- B = A + (B — AB) 
onmiddellijk dat A + B o. g. verzameling is en wegens het onder 
1. bewezene voorts: 
II A + B | | = II All -L | |B —AB| | . 
Daar voorts B ^ AB en de verzameling AB o. g. verzameling 
is, volgt wegens het onder 2. bewezene onmiddellijk: 
| |A + B | | = | | A | | + | | B | | - | | A B | | . 
Als uitbreiding van V Stelling 14 sub 1 bewijzen we 
V Stelling 15: Zij A een o. g. verzameling uit Kt, die als som 
van buiten elkaar gelegen o. g. verzamelingen A^ is te schrijven: 
A = z A^; 
dan geldt: '' 
II A II ^ y 11 A II 
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Bewijs: Daar elk der A ,̂ als open verzameling, minstens op 
één manier als som van buiten elkaar gelegen takverzamelingen 
is te schrijven: A — v 
(̂  
is dus A _ y V F 
V [X 
Wegens V Definitie 6 is dan 
(85) | | A | | = ^ ^ | | E , , ( , , | | , 
V tx 
I I A II — V I I F I I -
11 •"•V 11 — -^ II "^(vix) 111 
dus ^ 
(86) ^ | | A j | = ^ ^ ^ | | E ( , j , J | . 
V V [X 
Uit (85) en (86) volgt dus 
l | A | | = ^ ^ l | A v | | . 
V 
O p m e r k i n g : Uit deze stelling volgt reeds, dat de definitie 
der maat van een o. g. verzameling aan eisch II van V § 5 voldoet 
(zie blz. 85). 
V Definitie 8: Onder de l i m i e t v e r z a m e l i n g A van een 
monotone rij verzamelingen 
| A n | = A l , A2 , . . . . 
verstaan we de somverzameling, indien de rij {A„} niet-dalend is en 
de doorsnedeverzameling, indien de rij niet-stijgend is. 
O p m e r k i n g : M o n o t o o n beteekent hier dat of steeds geldt 
A„^A„+i {niet-dalend) of steeds A„3A„+i [niet-stijgend). 
We bewijzen nu 
V Stelling 16: Heeft de monotone rij {A„} van o. g. verzamelingen 
uit Kt een o. g. verzameling A tot limietverzameling, dan is 
l i m II A „ II = II A iJ. 
«—> 00 
Bewijs: 1. ZijA„cA„+i (n = 1, 2, . . . . ) . 
Volgens V Definitie 8 is: 
A = A l -|- A2 - j - . . . . , 
en dus is wegens A„^A„+i 
A = Al + (A2 — Al) + . . . . + (A„ — A„-i) + . . . . , 
waar de termen van het rechterlid buiten elkaar gelegen o. g. 
verzamelingen zijn. 
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Wegens V Stelling 15 volgt dan 
IIA II = II Al II + II Aa —Al II + . . . . + ||A„ — A„-i| | + . . . . , 
waaruit wegens V Stelling 14 sub 2 volgt 
||A|| = | IAiII+( | |A2| | - | |Ai | | ) + . . . . + ( | | A „ | | - | l A „ _ i | | ) + . . . . , 
zoodat inderdaad 
II A II = lim II A„ ||. 
2. A„^A„+i ( n = 1, 2, . . . . ) . 
We beschouwen nu de complementaire verzamelingen 
A' = Kt—A en 
A'„ = Kt — A„ (n= 1, 2, . . . . ) , 
die wegens II Stelling 14 weer o. g. verzamelingen zijn, terwijl 
de monotone rij {A'„} stijgend naar A' convergeert, zoodat wegens 
het Ie geval 
| | A ' | | = l i m | l A ' „ | | 
is. Dan is wegens V Stelling 14 sub 2 
II Kt II —II A II = lim (II Kt II —II A„ II) = 11 Kt II—lim II A, II, 
ïi—> GO n—*• GC 
zoodat 
II A II = lim II A„ 1|. 
V § 8. De maat van open verzamelingen. 
V Definitie 9: Onder de maat \\ O \\ van een open verzame-
ling O in Kt verstaan we 
II O II = ^ ^ | | E ( , ) | l , 
indien ^ 
O = ^^ E(,, 
V 
de normaalvorm van O voorstelt. 
O p m e r k i n g : De maat van een o. g. verzameling voldoet aan 
deze definitie. 
V Stelling 17: Zijn O'en O' twee open verzamelingen in Kt met 
O'cO, 
dan geldt: 
II O'IK II O ||. 
B e w ij s: Zijn 
O' = 2;EV, 
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de normaalvormen van O en O', dan behoort wegens V Stelling 7 
iedere E'̂ )̂ tot een bepaalde E^^y 
We duiden met 
E' E ' 11 
'^ (li)t '^ (2t)> • • • • ) 
de takverzamelingen uit de rij {E\f.)} aan, die in een bepaalde 
E(j) van O begrepen zijn. 
n 
Volgens II Stellingen 15 en 16 is voor iedere n > 1 ^ E'(^J) 
v = l 
weer een o. g. verzameling, zoodat wegens V Stelling 15 geldt: 
(87) | | lE'<v,)i|=i| |EV«||. 
v = l v = l 
n 
Verder volgt uit Z ^(^D S ^H) wegens V Stelling 14 sub 3 
v = l 
(88) I I ^ E % , , | | < | | E j | . 
v = l 
Uit (87) en (88) volgt dus: 
n 
•^ II E'(vi) II < II E(i) I I , 
v = l 
en daar dit voor iedere n geldt, is dus 
l | |E ' (v« l l< l |E(J| . 
v = l 
Dan is ook 
^ J | | E % , J | < ^ | | E ( , J | . 
i v = l i 
En daar door de sommatie over alle i wegens V Stelling 7 zeker 
alle E'(J.) genomen zijn, geldt volgens V Definitie 9 
I IO ' IKI IOJI , q.e.d. 
V Stelling 18: a. Zijn 
Oi, O2, . . . . 
open verzamelingen uit Kt en is 
0 = 0i + 02-f- . . . . , 
dan geldt 
(89) | | 0 | | < ^ | | 0 „ | | . 
1) Indien er slechts een eindig aantal takverzamelingen E'(ij), E'(2i)» ••'•> E'(mi) 
of geen enkele (m = 0) in deze rij voorkomen, dan stellen we formeel 
E'(«j+i,i) = E'(m+2,t) •••• =de leege verzameling. 
7 
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b. Zijn Oi, O2, . . . . twee aan twee buiten elkaar gelegen, dan 
geldt in (89) het gelijkteeken. 
Bewijs: a. 1ste s c h r e d e : Zijn 
-Jn) 0„ = ^ E « (n = l, 2, . . . . ) 
Te 
de normaalvormen van de verzamelingen 0„, dan is 
| |O j |=^ | |E [g | | . 
• • il-
en dus 
^ l l O J j =zz 
Tc 
2de s c h r e d e : Zij 
ZE, '(v) 
de normaalvorm van de verzameling O. Neem nu een willekeurige 
E(̂ ). Deze is volgens V Stelling 11 te schrijven als som van ver-
zamelingen E ĵJ; deze liggen wegens Gevolg 1 van V Stelling 4 
twee aan twee of wel buiten elkaar, of zijn de een in de ander 
bevat. Wegens V Stelling 15 ziet men derhalve onmiddellijk in, 
dat II E(̂ ) II < de som der maten dier E|J} is. 
Daar volgens V Stelling 7 éénzelfde EJ"J slechts tot één enkele 
E(̂ ) kan behooren, maar ook inderdaad tot één bepaalde Eĵ ^ be-
hoort, hebben we dus 
(90) . . . . ^11 E(̂ ) II < de som der maten aller Eg,' = ^ ^ || E<]Jj ||. 
V - . _ . n i 
Nu is 
II O II = ^ II E ( , ) II, 
V 
zoodat wegens de 1ste schrede uit (90) volgt: 
II O II <^ | |OJ| . 
n 
b. Indien de verzamelingen Oi, Og . . . . , buiten elkaar liggen, 
liggen alle Ê "̂  buiten elkaar en mag men bij herhaling van het 
voorgaande bewijs in (90) het teeken < door = vervangen (zie 
ook V Stelling 11). 
O p m e r k i n g : Uit V Stelling 18 sub b blijkt reeds, dat de 
definitie der maat van een open verzameling aan eisch II van V § 5 
voldoet. 
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V Stelling 19: Zijn O en O' twee open verzamelingen uit K„ 
dan is 
(91) II O + O' II = II O II + II O' II - II 0 0 ' ||. 
Om deze stelling te bewijzen, toonen we vooraf de volgende 
hulpstelling aan: 
V Hulpstelling 7: Zijn O en O' twee open verzamelingen uit 
Kt en heeft O -f- O' tfe eigenschap o. g. verzameling te zijn, dan geldt 
||0 + 0'|| = ||0|| +||0'||-||00'||. 
Bewijs: Zijn 
O = ^ E,,„ 
l 
O' = Z E',„ 
de normaalvormen van O en O', dan vormen we de verzamelingen 
n n 
An = Z E(j) -|- .̂ "' E (j:), 
t = l k=l 
n n 
waar Z ^a) en Z ^'(k) o. g. verzamelingen zijn (zie noot 16) op 
i = l i = l 
blz. 81). Wegens V Stelling 14 sub 4 is dan 
l|A„|| = ||i:E<,,-fi:E',„|| = ||i;E,t,||+||iE',;„ll—II^E,,,^E',;,,II. 
i = l 4 = 1 i = l lc=l 1 = 1 Tc=l 
Dus is ook 
n n n n 
l im | |A„ | |= l im | | ^E<„ | | -flim||^^E',;t,|| —limlU^E,,., ^ E ' , „ | | . 
tt—> CO n^-00 1 = 1 n-> 00 A;=l n—>co i = l A: = l 
Hierin is 
n n 00 
lim II Z E,„ II = lim Z II Eu) 11 = ^11 E,i, II = II O ||, 
n—>oo 1 = 1 n—>GO i = l i = l 
wegens V Definitie 9* 
Evenzoo is 
n 
l im | | ^E ' , j , , II = II 0 ' | | . 
n—>co 4 = 1 
Ten slotte is 
n n n n 
l i m | | ^ E,i, ^ E',;,) II = l i m | | ^ ^ E(i, E',j, I I ; 
n->oo i = l k = l n—>co i = l Jc=l 
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en daar de doorsnede-takverzamelingen £(,) E'(J.) alle buiten elkaar 
liggen, is 
lim 11^ ^E,i)E',;t) II = l i m Z ^ || E,„ E',,, || = || OO' | | , 
«—>-ao i=l k=l n—yco i = l Tc = l 
daar 0 0 ' wegens V Stelling 8 de normaalvorm 
00 CX) 
00' = 2: 2: E(,, E',,, 
i = l t = l 
heeft. 
Dus is 
lim II A„ II = 11 O II + 1 | 0 ' | | - | | 0 0 ' | | . 
«—>-oo 
n n 
Daar A„ = .^ E(J) -f- 2^ E'JJ.) wegens II Stellingen 15 en 16 o. g. 
1 = 1 * = i 
verzameling is en de rij {A„} monotoon niet-dalend is en de o. g. 
verzameling 0 + 0 ' als limiet bezit, is wegens V Stelling 16 
II O -K O' II = II O II + II O' II — II 0 0 ' II, q. e. d. 
Bewijs van V S t e l l i n g 19: Laat 
O = ^ Eu), O' = 2: E'(„ en O + O' = ^ E,^, 
i k V 
de normaalvormen van O, O' en O -f O' voorstellen en 
Ov = E(vi) + E(̂ 2) + . • • • 
O'v = E'(^I) + E (̂ 2) - f . . . . 
de sommen der £u), resp. E\^), die in E(̂ ) liggen. Daar elke E(̂ ) tak-
verzameling en dus o. g. verzameling is, en volgens V Stelling 9 
sub 1 E(y) = Ov+ O'y is, en voorts O^ en O'^ open verzamelingen 
zijn, geldt volgens V Hulpstelling 7 
l|E(v)|| = IIOJI + | | 0 ' J | —| |0,0 'J | , 
waaruit volgt 
(92) . . . .^^| |E,„|i=^| |OJ| + ^ | | 0 ' J | - ^ | | 0 , 0 ' J | . 
V V V V 
Volgens het gegeven is de normaalvorm van de open verzame-
ling O -f- O' 
O + O' = ^ E„„ 
V 
zoodat volgens V Definitie 9 (maat van een open verzameling) 
(93) II O + O'II = ^ | | E ( „ | | . 
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Volgens V Stelling 9 sub 2 en 3 is met de daar gebezigde notatie: 
(94) ^ O, = O, ^ O', = O' 
V V 
en daar de O ,̂ evenals ook de O'^ blijkbaar buiten elkaar liggen, 
is volgens V Stelling 18 
(95) ^ | | 0 J | = | |0 | | , ^ | | 0 ' J | = | |0' | | . 
V V 
Volgens de definitie der O^ en O'^ en wegens de distributieve 
wet voor verzamelingen volgt voorts uit (94): 
(96) ^0^0'^ = Z 2:O^Oy, = 0 0'. 
V V [X 
En daar de doorsneden O^ O'^ buiten elkaar liggen, volgt uit 
(96) wegens V Stelhng 18: 
(97) Z IIO^O'JI = II 0 0 ' | | . 
V 
Uit (92) volgt nu, in verband met (93), (95) en (97) de be-
trekking (91), q. e. d. 
V § 9. M a a t b e g r i p bij een w i l l e k e u r i g e v e r z a m e l i n g 
in K(. 
Na de stellingen over de maat van een open verzameling, han-
delen we nu over het maatbegrip bij een willekeurige verzameling 
uit Kt. 
V Definitie 10: Onder de u i t w e n d i g e maat \\A\\ van een 
willekeurige verzameling A uit Kt verstaan we de onderste grens der 
getallen \\ O ||, waar O alle open verzamelingen van P-adische getallen 
kan voorstellen, die A als deelverzameling bezitten. 
O p m e r k i n g : Daar Kt open is en A bevat, is 
O < II A II < P ' . 
V Stelling 20: Van twee verzamelingen A en A' uit K* met 
A s A ' 
geldt: 
Bewijs: Volgt onmiddellijk uit V Definitie 10 en V Stelling 17. 
V Stelling 21: Is O een open verzameling uit Kt, dan is 
roij = iioii. 
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Bewijs: Voor alle open verzamelingen O', die O bevatten, 
geldt volgens V Stelling 17: 
II O' II > II O II, 
terwijl O zelf onder deze verzamelingen voorkomt. 
11 O 11 is dus de onderste grens der getallen 11 O' 11. 
V Stelling 22: Als A en B twee willekeurige verzamelingen uit 
Kt zijn, dan geldt: 
(98) II A + B | | 4-II AB| | < II A| | + | |B | I . 
O p m e r k i n g : Blijkbaar geldt deze stelling ook, indien één der 
vier verzamelingen A, B, A -f- B, AB de leege verzameling is. 
Bewijs: We denken ons de verzamelingen A en B als deel-
verzamelingen van verder willekeurige open verzamelingen O, 
resp. O' in Kt, dus 
A c O, 
B g O'. , 
Dan is evident 
A -^ B £ O -f- O', 
AB g OO' 
en dus is wegens V Stelling 20 
A + B II < | | 0 + O' 
| |AB | | < II 0 0 ' 
zoodat 
(99) . . . . II A + B II + II AB II < II O + O' II + II OO' 
Wegens V Stellingen 21 en 19 is voorts 
II O -f O' II -f II OO' II = II o + O' II + II 00' II = 
= II o II + II O' II — II O O ' II + II OOI 'I = II o II + II O' 
zoodat (99) overgaat in 
(100) . . . . | | A - H B | | + H A B ^ < | | 0 | | + | | 0 ' | | . 
Echter volgt uit V Definitie 10 van 11 A 11 als onderste grens 
van II O II, waar O alle A overdekkende open verzamelingen kan 
voorstellen, dat er bij een zekere willekeurig kleine e > O steeds een 
overdekking door een open verzameling O = 0(e) is te vinden, met 
iioii<p:^-f^. 
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En evenzoo vindt men een open verzameling O' met 
||0'||<^l-f^ 
en dus 
(101) | | 0 | | + | | 0 ' | | < p ^ - f p ^ + £ . 
Uit (100) en (101) volgt nu 
II A - F B | | + II AB| | < II A| | + | | B | | + e. 
waaruit onmiddellijk (98) volgt, daar e willekeurig klein kan ge-
kozen worden. 
V Stelling 23: Zijn 
^1) A 2 , . . . . 
eindig of aftelbaar oneindig vele buiten elkaar gelegen verzamelingen 
in Kt, dan is 
(102) . . IIA1 + A 2 + . . . . II < II Al II + IIA2II -f . . . . 
Bewijs: Zij e een willekeurig klein positief getal. Daar iedere 
Ak{k = \, 2, . . . . ) deelverzameling van Kt is en dus een eindige 
uitwendige maat bezit, volgt wegens V Definitie 10, dat A*; over-
dekt kan worden door een open verzameling O^ met 
iio.ii<nAji+j. 
Dus geldt: 
(103) . . . . ^ II o , II < ^ | |A, | | + ^ ;J < ^ | |A, | | + e, 
k Tc k ^ k 
om 't even of de som uit een eindig, dan wel uit een oneindig 
aantal termen bestaat. 
Daar de som der A^ overdekt wordt door de som der O^, is 
wegens V Stelling 20 
(104) II^A.II < II ̂ 0 , 11 < ^ II O, II, 
wegens V Stelling 18 sub a. 
Uit (104) en (103) volgt 
I I ^ A , II < Z | |A , II + e 
k k 
en dus, daar deze ongelijkheid voor iedere e > O geldt, volgt (102). 
V Definitie 11: Onder de i n w e n d i g e maat \\A\\ van een 
willekeurige verzameling A in Kf verstaan we 
| | A | | = | |Kt 11-11 K t - A | | . 
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O p m e r k i n g : Uit deze definitie blijkt, dat de inwendige maat 
van de leege verzameling gelijk 
II Kt I I - ^ ^ 1 = 0 
is (vergelijk V Stelling 21). 
V Stelling 24: Is A een willekeurige verzameling uit Kt, dan 
geldt: 
IIAIK^Aiï. 
B e w ij s: Daar de doorsnede A(Kt — A) een leege verzameling 
is, leert V Stelling 22, toegepast op de verzamelingen A en Kt — A: 
||Kt|! < \[AJ\ + |[K7—A|| . 
Anderzijds volgt uit de definitie van inwendige maat: 
Kt | | = | | A | | + | | K t - A 
Uit deze beide betrekkingen volgt wegens 11 Kt 11 = 11 Kt 11: 
^ATKIIAII. 
V Stelling 25: Van twee verzamelingen A en A' in Kt met 
A S A ' 
geldt: 
II A I K HA'II. 
Bewijs: Daar Kt — A ' ^ K j - A , volgt uit V Stelling 20: 
| | K t - A ' | K I | K , - A l . 
Hieruit volgt, in verband met de betrekkingen 
| | A | K | | K t | | - ^ K t - A | | , 
| | A ' | K | | K t | | - | | K t - A ' 
onmiddellijk 
II A I K IIA'II. 
V Stelling 26: Is O een open verzameling in Kt dan geldt: 
(105) | | 0 | | = | | 0 | | -
Vooraf bewijzen we de volgende twee hulpstellingen: 
V Hulpstelling 8: Zij O een open verzameling in Kt met nor-
maalvorm 
O = J: E,„. 
i 
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Zij n > — t en O'"' de som van alle maximale takverzamelingen 
E{"/ van O, die hoogstens van de n^^ rang zijn; zij verder (Kt — 0)„ 
de som van alle takverzamelingen E„ van Kt van precies de n^^ rang, 
die minstens één punt met Kt — O gemeen hebben; dan zijn 0<"' en 
(Kt — 0)„ o.g. verzamelingen, waarvoor de formules gelden: 
(106) 0'»> + (Kt - 0)„ = Kt, 
| | 0 < " ) | | + | | ( K t - 0 ) „ | | = | |K t | | . 
Bewijs: De in Hulpstelling 8 genoemde verzamelingen EJ",' 
van O'"' liggen als maximale takverzamelingen van O volgens 
V Stelling 6 buiten elkaar. 
Eveneens liggen de takverzamelingen E„ van (Kt — 0)„ als nde 
takverzamelingen van K(P) buiten elkaar (gevolg 2 van V Stelling 4). 
Voorts liggen de E„ van (Kt — 0)„ buiten de E{"/ van O'"', 
want stel een E„ van (Kt — 0)„ heeft een punt met een EJ"* van 
O"" gemeen, dan geldt wegens V Stelling 4 
F c F<"' 
zoodat EI"^ minstens één punt met Kt — O gemeen heeft, hetgeen 
echter onmogelijk is, daar E["^ als maximale takverzameling van 
O uitsluitend punten van O bevat. 
Uit het bovenstaande volgt reeds, dat O'"' en (Kt — 0)„ buiten 
elkaar liggen, terwijl 
(107) 0'»> + ( K t - 0 ) „ ^ K t . 
We zullen bewijzen, dat in (107) alleen het gelijkteeken geldt: 
Zij a een willekeurig punt van Kt, dan is a óf punt van O óf punt 
van Kt — O. 
a. o zij punt van O, dan ligt a in een maximale takverzameling 
E(,) van O met rangnommer no. 
We onderscheiden hierbij nog 2 gevallen: 
l" no < n. Dan behoort E(J) tot de verzameling 0<"' en is 
dus a punt van 0'">. 
2" nQ>n. Dan ligt E(,-) in een takverzameling E„ met rang-
nommer n, die E(,) omsluit. Deze E„ kan geen maximale takver-
zameling van O zijn, want dan zou E^^ geen maximale takver-
zameling zijn; deze £(„> bevat dus niet uitsluitend punten van O, 
m. a. w. bevat minstens één punt van Kt — O, zoodat E„ een 
E„ van (Kt — 0)„ is. o is dus punt van (Kt — 0)„. 
b. Is a punt van Kt — O, dan ligt a in een bepaalde nde tak-
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verzameling E'„ van Kt, die minstens één punt (n.l. a.) met Kt — O 
gemeen heeft. Deze E'„ is dus een E„ van (Kt — 0)„; dus « is punt 
van (Kt — 0)„. 
Uit a en 6 volgt, dat in (107) alleen het gelijkteeken geldt, waar-
mede dus reeds (106) bewezen is. 
Daar O'"' steeds als som van nde takverzamelingen is te schrijven, 
is O'"* wegens V Stelling 5 dus o. g. verzameling. 
Om dezelfde reden is (Kt — 0)„ als som van nde takverzame-
lingen o. g. verzameling. En daar O"" en (Kt — 0)„ buiten elkaar 
liggen, volgt wegens V Stelling 14 sub 1 uit (106): 
| |0<" ' | | + | | ( K t - 0 ) „ | | = | |Kt | | . 
V Hulpstelling 9: .4/5 O een open verzameling is uit Kt met de 
normaalvorm 
0 = 2: E(i, 
i 
en als O'"' de som is van alle die E, van O met rangnommer < n, 
dan is 
lim|| 0'«'II = il 0 | | . 
71—>00 
Bewijs: Zij voor m > —t, F^ de somverzameling dier maxi-
male takverzamelingen van O, die juist de rang m hebben; treden 
dergelijke takverzamelingen niet op, dan verstaan we onder Fm 
de leege verzameling. . . 
Nu geldt: 
00 
O = 2: Fm 
m=—t 
en dus (zie V Definitie 9) 
(108) II O II = l i l F™ II = lim ^ | | F , „ | | , 
m = ~i n—>-oo m=—t 
n 
0(n) _ V F 
m = —t 
Daar hier de o. g. verzameling 0<"' is voorgesteld als som van 
buiten elkaar gelegen takverzamelingen, geldt dus (V Definitie 6): 
(109) II O'"'II = i | |Fm| | . 
Uit (108) en (109) volgt onmiddellijk het gestelde. 
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Bewijs van V Stelling 26: Indien 0<'" en (Kt — 0)„ de in 
V Hulpstelling 8 gedefinieerde verzamelingen beteekenen, volgt 
uit V Hulpstelling 8 en 9 onmiddellijk: 
(110) | | 0 | | + l im| I (Kt — 0 ) J | = | |Kt | | . 
n-*-oo 
Wegens V Definitie 11 (inwendige maat) is: 
(111) | | 0 | | + | | K t - 0 | | = | |KtI | . 
Voorts volgt uit formule (106) van Hulpstelling 8: (Kt — 0)„ = 
= Kt — 0<"> = Kt — O + (O — O<"0 ^ Kt — O, daar 0<«' ^ O is. 
Hieruit volgt, dat voor iedere n > — t de o. g. verzameling 
(Kt — 0)„ de verzameling Kt — O overdekt, zoodat dus volgens 
V StelHng 20 
| | ( K t - 0 ) „ | | = | | ( K t - 0 ) J | > | | K t - 0 | | in>-t) 
is en dus ook geldt: 
(112) lim||(Kt — 0 ) „ | | > | |Kt — 0 | | . 
7l->00 
Uit (112), (111) en (110) volgt nu: 
II O I K IIO l|. 
Volgens V Stelling 24 is echter 
llo_y <iröTi = i |o| | , 
volgens V Stelling 21, zoodat (105) bewezen is. 
V Stelling 27: Zijn Ai en A^ twee willekeurige verzamelingen 
uit Kt, dan is 
II A l + Aa II + II A1A2II > II Al II + II A2II. 
Bewijs: We beschouwen de complementaire verzamelingen 
Kt — Al en Kt — A^ van Aj, resp. Ag t. o. v. Kt en merken op, 
dat de somverzameling van Kt — Ai en Kt — A2 is Kt — A1A2, 
terwijl de doorsnede van Kf — Ai en Kt — Ag is Kt — (Ai + Ag). 
Passen we nu V Stelling 22 toe op de verzamelingen Kt — Ai en 
Kt — Ag, dan verkrijgen we 
l|Kt —A1A2II + ||Kt —(Ai + A2)|| < | | K t - A i | | + ||Kt —A2II. 
Hieruit volgt wegens V Definitie 11: 
||Kt|| —IIAiAgll+IIKtll —IIAi + AgKIIKtll —||Ai||+||Kt||—||Ag||, 
zoodat 
IIA1 + A2II + IIA1A2II > II Al II + II Ag II • 
is. 
108 V Het maatbegrip bij P-adische getallen 
V Stelling 28: Zijn 
Al, Ag, . . . . 
eindig of aftelbaar oneindig vele buiten elkaar gelegen verzamelingen 
uit Kt, dan is: 
II Al-F Ag + . . . . | | > II Al II + II Ag II -h .... 
Bewijs: 1ste S c h r e d e : Voor ieder natuurlijk getal n is 
I I A 1 + A 2 + . . . . + A „ | | > II Al II + II Ag II + . . . . 
a. Voor n = 1 is deze bewering evident. 
6. Voor n = 2 volgt ze uit V Stelling 27: 
II Al + Ag II +IIA1A2IKIIA1II + 11 Ag II, 
waarin 11 AiAg 11 = O is, omdat Ai en Ag buiten elkaar liggen. 
c. Zij dus n > 3, terwijl de bewering voor n — 1 in plaats 
van n bewezen is, d. w. z. 
| | A i + A g + . . . . + A „ - i | | > IjAi^l + \\A^ + . . . . + | |A„-i | | . 
Volgens b) is dan 
IIAl + Ag + . . . . + A „ | | > IIAl + Ag + . . . . +A„- i | | + ||A„|| 
> ||Ai|| + ||Ag|| + . . . . + | |A„_ i | | + ||A„| 
Hiermee is de bewering van de 1ste schrede algemeen aangetoond. 
2de S c h r e d e : We nemen aan, dat de rij Ai, Ag, . . . . oneindig 
doorloopt. Blijkbaar is voor ieder natuurlijk getal n wegens V Stel-
ling 25 00 » 
II ^ AJKII 2: A,|| 
en dus is wegens het in de vorige schrede bewezene 
cc n 
II ^ A , | | > ^ HA, II, 
v = l v = l 
d.w.z. 
II ^ A , | | > ^ | |A , | | . 
V Definitie 12: Indien voor een verzameling A in Kt geldt 
Ï T A T I - I I A I I , 
dan heet het getal 
(113) | | A | K [ | A ^ = | | A | | 
de maat van de verzameling A. 
Men zegt dan, dat de verzameling A m e e t b a a r is. 
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Gevolg 1: ledere open verzameling O in Kt is meetbaar, want 
volgens de Stellingen 21 en 26 geldt: 
(114) ITÖTKIIOH. 
O p m e r k i n g : Wegens deze stellingen is ook het vroegere 
maatbegrip voor open verzamelingen in overeenstemming met 
deze algemeenere definitie. 
Gevolg 2: Een verzameling N in Kt, waarvan de uitwendige 
maat nul is, is meetbaar en heeft de maat nul, want volgens V Stel-
ling 24 geldt 
O < p^j < \\N]\, 
zoodat dus 
||N|| =prH = IjNJI =0. 
Gevolg 3: Als een verzameling A uit Kt meetbaar is, dan is 
ook het complement Kt — A meetbaar. Immers uit 
[ | A | K | | K t | | - | | K t - A | | 
en 
| | T ] | = | | K t | | - | | K t - A | [ 
volgt in verband met 
IIAIK^:ATI> 
dat 
| | K t - A | K | | K t - A [ | . 
Uit gevolg 3 volgt onmiddellijk: 
Gevolg 4: ledere gesloten verzameling G in Kt is meetbaar. 
Immers ze is volgens II Stelling 14 het complement van de open 
verzameling Kt — G. 
V Stelling 29: Zijn A en B twee meetbare verzamelingen in Kt, 
dan zijn ook A -f B en AB meetbaar, terwijl geldt: 
(115) . . . . | |A + B | | + | | A B | | = | | A | | + | | B | | . 
Bewijs: Wegens V Stelling 22 is 
||A + B|| + ||AB|| < ^ATI + PTl-
Wegens V Stelling 27 is 
II A + B|| +11 AB|| > II A|| + ||B||. 
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Daar A en B meetbaar zijn, is 
P T l + P T l = l|A||+||B||, 
zoodat 
(116) . . . . II A + B II + II AB I K II A II + ^ B T | = 
= II A|| + | | B | K II A + B| | + II AB||. 
Wegens V Stelling 24 is echter 
| |A + B | | > ||A + B | | en || AB || > || AB ||, 
zoodat noodzakelijk 
II A- f -B | | = II A-F B II (en dus = || A 4 B ||) 
en 
II AB| | = II AB II (en dus = || AB ||) 
is, terwijl in (116) overal het gelijkteeken geldt, waarmee tevens 
(115) bewezen is. 
V Stelling 30: Zijn A en B twee buiten elkaar gelegen meetbare 
verzamelingen in Kt, dan is ook A + B meetbaar, terwijl geldt: 
II A + B|I = II A| | + | | B | | . 
Bewijs: Dit volgt onmiddellijk uit V Stelhng 29, daar AB 
de leege verzameling is en dus 11 AB 11 = O is. 
V Stelling 31: Zijn A en B twee meetbare verzamelingen in Kt met 
A i B 
dan is ook A—B meetbaar; verder geldt: 
II A | | > | | B | | . 
Bewijs: Daar A meetbaar is, is ook Kt — A meetbaar. Daar 
B en Kt — A twee buiten elkaar gelegen meetbare verzamelingen 
zijn, is wegens V Stelhng 30 ook B + (Kt — A) = Kt — (A — B) 
meetbaar. Dus geldt: 
(117) . . . . | |Kt —(A — B ) | K | |Kt —(A —B)I| . 
Wegens V Definitie 11 is 
(118) . . . . | | A - B | K | | K t | | - | | K t - ( A - B ) | | . 
Wegens dezelfde definitie is ook 
(119) . . . . | |A — B | | = IIKtll — | | K t —(A —B) | | . 
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Uit (117), (118) en (119) volgt 
II A — B | | = II A — B | | ; •• 
dus A — B is meetbaar. 
Uit A = B + (A —B) volgt wegens V Stelling 30: 
| | A | | = | | B | | + | | A - B | | 
en daar || A — B || > O is, is dus 
II A II > II B II, q . e . d . 
De laatste helft dezer stelling volgt ook onmiddellijk uit 
V Stelling 20. 
V Stelling 32: Zij 
Al, Ag, . . . . 
een aftelbare rij buiten elkaar gelegen meetbare verzamelingen in Kt 
met de somverzameling 
A = Al + Ag + . . . . ; 
dan is A meetbaar, terwijl tevens geldt: 
l|A|| = 2 : | | A j | . 
V 
Bewijs: Wegens V Stelling 23 geldt: 
p^<j;ilAj] = ̂ ||A,||. 
V V 
Wegens V Stelling 28 geldt: 
IIAll > J : H A , I I = 2;HA,II, 
V V 
zoodat 
(120) p ^ < 2 ; | | A J K I | A | | . 
Wegens V Stelling 24 is echter | | A | | > | | A | | , zoodat dus in 
(120) overal het gelijkteeken geldt, q.e.d. 
We maken aan het eind van deze § nog eenige slotopmerkingen: 
Opmerking 1: Dat door het maatbegrip van V Definitie 12 aan 
eisch I van V § 5 (blz. 85j voldaan is, is evident; uit V Stelling 32 
volgt, dat eveneens aan eisch II is voldaan. 
Opmerking 2: Is A meetbaar in Kt en is Kf c Kt, dan is A 
ook meetbaar in Kt, en heeft daar dezelfde maat als in Kt. Dit volgt 
onmiddellijk daaruit, dat V Definitie 9 van de maat eener open 
verzameling en dus ook V Definitie 10 van de uitwendige maat 
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geheel onafhankelijk is van de keuze der Kj, die de te meten ver-
Zamelingen bevat. 
Opmerking 3: Ligt Kt. in Kt en is A in Kt meetbaar, dan is 
blijkbaar ook steeds de doorsnede AKt^ meetbaar. 
V § 10. O v e r h e t m a a t b e g r i p bij n i e t - b e g r e n s d e 
v e r z a m e l i n g e n in K (P). 
In het voorgaande handelden we steeds over liet maatbegrip bij 
begrensde verzamelingen, d. w. z. we beperkten ons in onze be-
schouwingen tot verzamelingen in Kf(P) bij zekere vaste t (zie 
noot 1) op blz. 85). 
Zij nu A algemeen een verzameling uit K(P), die al of niet be-
grensd is. We spreken dan af: 
V Definitie 13: Een al of niet begrensde verzameling A uit 
K(P) heet m e e t b a a r , als voor iedere geheele t de doorsnede AKt 
(kort A{t)) van A met Kt in Kt meetbaar is. 
O p m e r k i n g 1: ledere open verzameling O uit K(P) is meet-
baar, want de doorsneden OKt zijn, als open verzamelingen in Kf, 
volgens V Definitie 12, Gevolg 1, meetbaar. 
O p m e r k i n g 2: Volgens opmerking 2 aan het eind van § 9 
is iedere begrensde verzameling, die volgens V Definitie 12 meet-
baar is, het ook volgens V Definitie 13. 
O p m e r k i n g 3 : Voor ti< t2 is A(fi) ^ A(f2), zoodat wegens 
V Stelling 31 geldt || A(fi) | K || A(̂ 2) II- Hieruit volgt dat 
lim II A(f) II steeds bestaat, want een monotoon niet afnemende 
t-yoo 
variant heeft een limiet (die eindig of oneindig is). Hiermee is 
gerechtvaardigd: 
V Definitie 14: Onder de maat \\ A\\ van A verstaan we: 
II A II = l i m | | A ( t ) | | , 
«^co 
als A{t) de doorsnede is van de al of niet begrensde verzameling A met Kf. 
O p m e r k i n g 1: Blijkbaar hebben voor iedere begrensde ver-
zameling A de maat volgens V Definitie 14 en de maat volgens 
V Definitie 12 dezelfde waarde (zie Opmerking 2 aan het slot 
van § 9). 
O p m e r k i n g 2: Is lim A{t) = oo , dan schrijven we 11 A 11 = oo , 
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V Stelling 33: Zijn 
"•!> -^2» • • • • 
eindig of aftelbaar oneindig vele buiten elkaar gelegen volgens 
V Definitie 13 meetbare verzamelingen uit K(P) en is 
(121) A = Al + Aa + . . . . 
hun somverzameling, dan is A meetbaar, terwijl geldt ^): 
(122) I! A II = II Al II +11 Aa II + . . . . 
B e w ij s: Beschouw voor een bepaalde geheele f en n = 1,2, . . . . 
de doorsnede A„(t) van A„ met K<. Dan is: 
(123) A{t) = Z A„(0 • " - -
n 
de doorsnede van A met K(. Wegens de meetbaarheid van A„ 
volgens V Definitie 13 is A„(f) meetbaar in K( volgens V Definitie 12 
en daar de An{t) buiten elkaar zijn gelegen, is A{t) wegens 
V Stelling 32 eveneens meetbaar in K(, terwijl geldt 
(124) | | A ( 0 | | =Z\\A,{t)\\, 
n 
Daar dit voor iedere t geldt, is A volgens V Definitie 13 meet-
baar en er geldt 
(125) II A II = lim II A(0 II = lim Z \\ A„(0 ||. 
We onderscheiden nu twee gevallen: 
G e v a l 1: Zij het aantal termen in het rechterlid van (121) 
eindig. Dan volgt uit (125) onmiddellijk: 
| | A | | = ^ l i m | | A „ ( 0 | | = ^ | | A „ | | , ^ 
n «->oo n 
wegens V Definitie 14. In dit geval is dus (122) reeds bewezen. 
G e v a l 2 : Zij het aantal termen in (121) oneindig. We beschou-
wen nu twee ondergevallen a tn b: 
00 
a. Z\\An\\=^. 
n = l . ,. _ 
)̂ Staat rechts in (122) een divergente oneindig voortloopende reeks, of 
is een term ||Av|| = <» , dan bedoelen we | | A | | = <». 
8 
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Voor iedere vaste u > O kan m e n een /ZQ = no(") v inden , zooda t 
l | | A „ | | > 2 a ; 
wegens ""^ 
| | A „ | | = l i m | | A „ ( 0 | | ( n > l ) 
«->co 
IS n„ n„ 
J : II A „ | | = l i m ^^11 A „ ( 0 | | , 
71=1 (—>-co n = l 
zoodat voor voldoend groote ?o = 'o(") > 0 geldt: 
^ | | A „ ( 0 | | > ü {t>to). 
n = l 
Dan is echter ook 
l i A ( 0 1 | = l | | A „ ( t ) | | > u it>t,), 
« = i 
d. w. z. ^' 
II A ji = lim II A{t) II = » = ^ II A„ II, q. e. d. 
« - • 0 0 n = l 
b. -Z II A„ 11 convergeer t . 
n - l 
Nu is 
l | A „ ( 0 | | < | | A „ | | ; ; 
dus heeft de reeks 
1 | | A „ ( 0 | | 
n = l 
00 
met positieve termen de convergente majorante ^ || A„ ||, waarvan 
n = l 
de termen niet van t afhangen, zoodat ze uniform in t convergeert. ̂ ) 
Dus )̂ is 
lim l | | A „ ( f ) | | = l lim ||A„(f)|| = J | |A„ | | , 
t-<-oo n = l n = l «->oo n = l 
zoodat wegens (125) : 
00 
11 A 11 = >" 11 A II 
II •"• II — -^ II •"•ra I r 
« = 1 
O p m e r k i n g : Uit V Stelling 33 volgt, dat ook de in V Defi-
nitie 14 gedefinieerde maat aan eisch II van V § 5 voldoet. 
1) Zie b.v. SCHUH „Beknopte Hoogere Algebra" § 230 blz. 545 6. 
2) idem § 232 blz. 553 a. 
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V Stelling 34: Zijn A en B twee meetbare verzamelingen uit 
K(P) met 
A i B , 
dan is A — B meetbaar en bovendien geldt: 
( 1 2 6 ) . . . . | |A — B | | = IJAII — | | B | | en ook |1A|| > | | B | | . 
O p m e r k i n g : Voor | | A | | < = o , | | B | | < < » volgt de tweede 
formule (126) uit de eerste. We bewijzen echter de tweede alge-
meen voor | | A | | < • » , | | B | | < » . Ook de eerste formule geldt 
in de gevallen met | | A | [ = « ) , | | B | | = o o wegens de onbepaald-
heid van het symbool x — =o formeel, doch heeft dan geen 
practische waarde. 
B e w i j s : Daar A 5 B is, is voor iedere geheele t: 
(A —B)Kt = AK, — B K , ; 
wegens V Definitie 13 zijn AKj en BK, meetbaar, zoodat wegens 
V SteUing 31 geldt: 
(127) | | (A —B)Ke | | = II AK, II — l l B K t l J ; 
dus is A — B volgens V Definitie 13 meetbaar. Uit (127) en 
V Definitie 14 volgt voor || B || < <» onmiddellijk 
| | A _ B | | = | | A | | - | | B | | 
en wegens || (A — B)K( || > O steeds || A || > || B ||, q. e. d. 
V Stelling 35: Het complement K(P) — A van een meetbare 
verzameling A uit K(P) is meetbaar. 
B e w ij s: De verzameling A is meetbaar, d. w. z. voor iedere 
t is AK( meetbaar en dus wegens V Definitie 12 (Gevolg 3) is ook 
Kt — AKi = (K(P) — A)Kt meetbaar. Hieruit volgt wegens V De-
finitie 13, dat ook K(P) — A meetbaar is. 
V Stelling 36: Zijn A en B twee meetbare verzamelingen in 
K(P), dan zijn ook hun som A -f- B en doorsnede AB meetbaar. 
B e w i j s : 1° Daar A en B meetbaar zijn in K(P), zijn hunne 
doorsneden A(() en B{t) met Kt en dus de verzameling 
A(0 -i- B(t) = (A -j^ B)Kt voor iedere geheele t in K, meetbaar 
en dus is volgens V Definitie 13 A -f B meetbaar in K(P). 
2° Daar A en B meetbaar zijn, zijn wegens V Stelling 35 ook 
K(P) — A en K(P) — B meetbaar. Wegens het onder 1" bewezene 
is dan ook de som n.l. (K(P) — A) + (K(P) — B) = K(P) — AB 
meetbaar, waaruit wegens V Stelling 35 volgt, dat AB meetbaar is. 
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V Stelling 37: Zz/ A = Ai + Ag -f- • • * • de som van een ein-
dige of aftelbaar oneindige rij van meetbare verzamelingen uit K(P); 
dan is A meetbaar, terwijl geldt: 
| |A i + A , - ^ . . . . | | < | | A i | | + | | A , | | + 
Om deze stelling te bewijzen, toonen we vooraf de volgende 
hulpstelling aan: 
V Hulpstelling 10: Zij Ai, Aa, . . . . een eindige of aftelbaar 
oneindige rij meetbare verzamelingen; dan liggen de verzamelingen 
A i * = A i , A / = A , - ( A i * + A a * + . . . . + A * i ) A , (v=2 ,3 , . . . . ) 
buiten elkaar en zijn meetbaar. 
B e w i j s : Blijkens de definitie behoort een punt van A^* niet 
lot Al* -f- Aa* -\- -f- Ay* 1 (v = 2, 3, ), waaruit onmid-
dellijk volgt, dat de A^* (v = 1, 2, ) buiten elkaar zijn gelegen. 
Voorts: 
a. Voor V = 1 is de bewering der hulpstelling triviaal. 
b. Zij dus V > 2 en zij de bewering bewezen voor v — 1 in-
plaats van V. We mogen schrijven 
Ay = Ay (Al -|- Aa + . . . . -|- A,^_i) A^ = 
= (K(P) - (A*i + . . . . + A* i)) A,. 
Daar Ai* + Aa* + — . + A^i als som van buiten elkaar ge-
legen meetbare verzamelingen wegens V Stelling 33 meetbaar is, 
is wegens V Stelling 35 K(P) — (Ai* + A^* + . . . . + A*_j) 
meetbaar en dus is wegens V Stelling 36 ook de doorsnede 
(K(P) — (Al* + Aa* + . . . . + A*_i)) A ,̂ dus A / meetbaar. 
Bewijs van V S t e l l i n g 37: Daar de verzamelingen A^* 
(v = 1, 2, . . . . ) van V Hulpstelling 10 meetbaar zijn en buiten 
elkaar liggen, is wegens V Stelling 33 Ai* + Aa* + . . . . meet-
baar en daar blijkbaar A = Ai + Aa + = Ai* + Aa* + 
is, is dus ook A meetbaar. Verder is wegens V Stelling 33 
II A i + A a + . . . . II = II A i * + A a * + . . . . II = II Al* II + II Aa* II + . . . . 
en dus wegens A^* c A^ (̂  = 1, 2, . . . . ) en V Stelling 34 dus 
II Al-j-Aa + . . . . II < II Aill + II Aall + . . . . , q.e.d. 
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V Stelling 38: a. Zij D = AjAa . . . . de doorsnede van aftelbaar 
oneindig vele meetbare verzamelingen uit K(P); dan is D meetbaar. 
b. Heeft minstens één van de verzamelingen Ai, Ag, . . . . een 
eindige maat, dan is 
| | D | | = l i m | | AiAa . . . . A „ | | . ,_ . ._. 
n — > Q 0 . ' » • . 
B e w i j s : Stellen we 
D„ = A1A2 . . . . A„ (n > 1), 
dan volgt door volledige inductie uit V Stelling 36, dat iedere 
D„ meetbaar is. Voorts is blijkbaar de rij 
monotoon niet toenemend, terwijl geldt 
D = D1D2 . . . . 
Dan is 
(128) . . . . D i - D = ( D i - D a ) + (Da — D 3 ) + :' 
(want ligt een punt a in Di — D, dus niet in D, dan ligt a voor 
zekere n > 2 niet in D„ ; zij «o hst kleinste getal met deze eigen-
schap, dan ligt a in D„^_i — D„^; a ligt dus in de verzameling 
(Dl — D a ) + ( D a ° - D 3 ) + . . . . ; 
ligt omgekeerd a in laatstgenoemde verzameling (dus zeker in 
Dl), dan is er zeker een n zoodanig, dat a niet in D„ en dus niet 
in D ligt; a ligt dus in Di — D). 
De aftelbaar vele verzamelingen Di — Dg, Dg — D3, . . . . liggen 
buiten elkaar en zijn meetbaar, zoodat volgens V Stelling 33 ook 
Dl — D meetbaar is en dus is wegens V Stelling 34 ook 
D = Dl — (Dl — D) meetbaar. Hiermee is a bewezen. 
b. Zonder beperking der algemeenheid kunnen we aannemeii, 
dat II Al II eindig is. 
Uit (128) volgt wegens V Stelling 33 
II D l - D II = | | D i - D a | | + | | D a - D 3 | | + . . . . 
Dus is wegens V Stelling 34 
II D l II - II D II = (II D l II - II D a II) + (II D a || - || D 3 ||) + . . . . 
= II D l I I — l i m II D „ II, 
K — • O O V 
waaruit, wegens || Di || < || Ai ||, volgt: 'Ï 
| | D | | = l i m | | D „ | | = l i m | | A i A a . . . . A„ | | , q . e .d . 
HOOFDSTUK VI 
DE MAAT VAN DE VERZAMELING VAN ALLE 
P-ADISCHE S-GETALLEN 
In het reëele en complexe gebied bewijst K. MAHLER )̂ de stelling: 
VI Stelling 1: De maat (resp. vlaktemaat) van de verzameling 
aller reëele (resp. complexe) getallen, die geen S-getallen zijn, is nul. 
O p m e r k i n g : MAHLER bewijst zelfs, dat de verzameling aller 
reëele getallen, die geen S-getal zijn met Y < 4, de maat nul hebben 
en spreekt in verband met de stelling van KHINTCHINE (VIII 
Stelling 3) het vermoeden uit, dat men in dit resultaat het getal 
4 door ieder vast getal > 1 mag vervangen. 
In dit hoofdstuk zal het analogon van deze stelling in K(P) 
worden bewezen: 
VI Stelling 1*: De maat van de verzameling van alle getallen 
uit K(P), die geen S-getallen zijn, is gelijk nul. 
O p m e r k i n g : We zullen zelfs bewijzen, dat de verzameling 
aller getallen uit K(P), die geen S-getallen zijn met Y < 7, de maat 
nul hebben en spreken in verband met het analogon van de stelling 
van KHINTCHINE (VIII Stelling 3*) ook hier het vermoeden uit, 
dat in ons resultaat het getal 7 door ieder vast getal > 1 mag 
worden vervangen. 
Voor het bewijs van VI Stelling 1* toonen we eerst een aantal 
hulpstellingen aan, n.l. VI Hulpstelling 1 t/m 10. 
Afspraak : Met f(x) bedoelen we steeds een veelterm van de 
graad m in de variabele x uit K(P): 
f{x) =a^ + a{x+ + a„x™ (a^ ^ O, m > 2), 
met geheele rationale coëfficiënten a^, a^, ...., a „ , waarvoor 
a = max (| a^l | Oi |, , | a^ |) > 1 
is. Het getal a heet de hoogte van f(x). 
1) K. MAHLER, „Über das Mass der Menge aller S-Zahlen", Math. Ann. 
106 (1932), blz. 131—139. 
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Met f'{x), f"{x), bedoelen we de veeltermen, die door formeele 
differentiatie van f(x) ontstaan. Het is duidelijk, dat dan o. a. de 
identiteit 
h A™ 
m + h)= ƒ(?) + ƒ'(?) 7j + . . •. +ƒ'"*' (5) - ; 
1! ml 
voor alle paren getallen %, h uit K(P) geldig is. Ten slotte beteekent 
d de discriminant van f{x) (zie VI Hulpstelling 2). 
VI Hulpstelling 1. Heeft f(x) de graad m > 2 en de hoogte 
a > 1, dan volgt uit 
l / ( ^ ) | p < l 
de betrekking: 
I " m | p 
B e w ij s: We stellen y = f(x) en zonder beperking der alge-
meenheid x^O; dan is 
â x™ + «„.iX™-! + . . . . + Oix + Co — y = 0. 
Na deeling door amJC"""̂  volgt: 
Om-l , a.m-2 , , 0 . 1 do—y 
en dus 
(129) | x |p = + • • • • H ::r^o ~r 
, flm a,„x a^x"'-^ a„x™-i 
Daar a^-i, a^.a, . . . . , Oi alle geheele rationale getallen zijn, is 
(130) I a„_i |p < 1, I a„_a IP < 1, , | Oi |p < 1. 
Voorts is 
(131) |ao —>' |p<max( | ao |p , |y |p)< 1. 
Wegens de verscherpte driehoeksongelijkheid (Illa van II Stel-
ling 4) volgt dus uit (129), (130) en (131) 
/ I l 1 
(132) | x | p < m a x ( | -, , ^ ^| , . . . . , y^rZ^-i ïm IP I o^x |p I a^x |p, 
Stel nu, dat 
(133) | x | p > ï - ^ 
was, dan zou wegens | a^ |p < 1, zeker | x |p > 1 zijn, zoodat dus 
zou gelden: 
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1 1 1 1 
>^ r > öm |p \OmX |p I O^X |p > > a v-m—1 I nt* |p 
1 
hieruit zou in verband met (132) volgen | x |p < j - , hetgeen 
in tegenspraak is met (133). 
Dus geldt: 
'm IP 
X p < P - ^ 1 T ' 
I flm |p 
q. e. d. 
VI Hulpstelling 2: Zij f(x) van de graad m > 2 en zij de 
discriminant 
0 0 ^ 1 flm 
d = 
dan volgt uit 
«o «1 Or. 
üila^ ma„, 
üi 2a2.... mOjn 
1 
^ 0 , 
X p < 
de betrekking 
max(|/(x)|p, | / ' ( x ) | p ) > | d a r M p . 
Bewijs: Daar de discriminant d ongelijk aan nul is, is ze als 
geheel rationaal getal in absolute waarde dus minstens gelijk aan 1. 
Zij gesteld 
Fo(x) 
1 Cl . . . . . 
X Oo Oi . . . 
. . . ajfi 
. . . Q m - l Om 
x""-^ Oo Oi 
o 2a2 ma„ 
O üi 2a^ rna, 
.01 2ü2 mUrn i 
en 
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Fx(x)=-
O O i 02 Qm 
O üo Oi a „ - i a, 
O ao^i 
1 2a2 . . . . . mCm 
X Oi 2aa /na« 
. o, 
x™-^ Cl 2 0 2 mOm 
waar de beide determinanten de orde 2m — 1 hebben; dan bestaat 
de identiteit 
/ ( x ) . F „ ( x ) + f ( x ) . F i ( x ) = d ; . 
en dus is 
I d|p = I/(x). Fo(x)+f(x) . Fi(x) I < max(| / (x) . Fo(x) |p, | f ( x ) . Fi(x) |p), 
wegens de verscherpte driehoeksongelijkheid. 
F(,(x) is een veelterm van de (m — 2)"̂ ^ graad met geheele 
rationale coëfficiënten en dus is 
I •^o( '̂̂ ) IP ^ I A Q + AiX -|- . . . . + Am-2^™ IP 
, m - 2 [̂ ) 
'm IP 
-(ni-2) <> max (I AQ jp, I AiX jp, . . . . , | A^-a^" 
wegens | x |p < | a^ |p^ en | a^ |p^ > 1. 
Voor de veelterm Fi(x), die van de (m — l)'^^ graad is en even-
eens %ji!as.z\z rationale coëfficiënten bezit, geldt analoog 
| F i ( x ) | p < | a „ | p « " ' - i ' . ; 
We krijgen daardoor ^ •̂ 
I «̂  IP < I a™ 15'™-'' • max (| f(x) |p, | f'(x) |p), 
zoodat dus inderdaad 
max( | / (x ) | p , | f ( x ) | p ) > | d a : 
i s . 
VI Hulpstell ing 3 : Zij f(x) van de graad m > 2 en zij de 
discriminant d ^ 0; dan geldt voor de getallen x uit K(P) met 
I X |p < , p (m > 2), 
*m IP 
/(x)ip<|da:rMp. 
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Be wij s: Voor de getallen x uit K(P) met | x |p < - , wordt 
I Om |p 
volgens VI Hulpstelling 2 voldaan aan 
max(|/(x)|p, |/'(x)|p)>|darMp. 
Hieruit volgt nu in verband met (134) onmiddellijk: 
I /'Cv"» I > I dn'"~^ I I ƒ W |p *=* 1 " "m |P ' 
VI Hulpstelling 4: Zij f(x) van de graad m > 2, zij d ^ O 
en zij voor een getal § uit K(P) 
(136) | / (5) |p<|d 'a™' '"- ' |p ( m > 2 ) ; 
dan bestaat er een getal 5* in K(P) met 
I f(t) I 
|/(?*)|p = Oen | 5 _ 5 * | p < J i ^ ^ . 
I oo^ |p 
Bewijs: Daar het rechterlid van ongelijkheid (136) hoogstens 
gehjk aan 1 is, volgt uit VI Hulpstelling 1, dat 
(137) | 5 | p < ^ — 
I Om |p 
is. Daar voorts wegens m > 2 
I J2„3m-3 I ^ I ^„m-\ | 
I " "m |P ^ I " "m |P 
is, volgt uit VI Hulpstelling 3: 
(138) . . I ƒ'(?) IP > I daZ~^ |P en dus zeker | /'(?) |P > 0 . 
Door in 
/(5 + h) =f(%) + ^-^h + .... +'-^h^ 
1! 
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Voor k = 2, 3, . . . . , m is 
flk-2. 
kl 
= | f t , P 
ifc-2 
z 
tx(ii — 1) . . . . (tl — /: + 1) 
kl 
Oy.e -k 
= iAi r ' \i-i o^^ •\J.-lc 
= \a m IP -(m-ife-l) 
^,kl(v. — k)l ^ 
< 1 . max (I a^ ^^'^ |p). 
We onderscheiden nu twee gevallen: 
1" Het maximum wordt geleverd door |A = m. 
Dan is wegens (137) 
max (|a^?(^-*|p) = | a™?™-^ |p< |a^ lp . 
i < ( X < m "m lp 
Wegens 2 < /c < m is dus: 
max (\a^ ^'^ jp) < | a „ |p<™-2> (A = 2, 3, . . . . , m). 
2° Het maximum wordt geleverd door (x = |Xi, waar 
A < (i.1 < m — 1. Dan is 
max (I a^ l^'" |p) = | a^^ l^^'' |p < | 5 1^* < | am | i " ^ ' - ^ 
wegens (137). 
Wegens 2 < A : < ( i . i < m — 1 geldt dus ook thans: 
max (I a^ %^-' |p) < | a^ |p<™-3'. 
Steeds geldt dus : 
~m^) <|amli<'"-% 
kl p 
zoodat wegens (140) en (139) geldt: 
1/(5 + A)|p < \h ] | - ( m - 3 ) — I f, |-(OT-3) 'm jp — I "m | p 
m) 
en hieruit volgt wegens (138) en (136): 
mr \m 
| /(5 + / i ) |p< | a „ | 5 < " - 3 ' . 'm jp 
3m-3 
'm IP 
2m-2 \m\v = \o. \m v> 
zoodat dus 
l/(? + A) |p< l / (5 ) | p . 
Noem nu ? + A = 5i dan is dus (136) met ?i in plaats van % 
vervuld. 
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Herhaalt men het geheele bovenstaande betoog, zooals dat voor 
het getallenpaar (?, h) is ontwikkeld, op volkomen dezelfde wijze 
achtereenvolgens voor de getallenparen (?i, Aj); (52> K); ...., 
waarbij gesteld is 
, y ( ^ i ) K I L ,-
«1 = — 77771» Si + «1 = ?2> 
ƒ (5i) 
, ƒ (^2) tr I ï, c 
"2 — ƒ / / _ Y> Sa + "2 — ^3> 
ƒ l .^2/ 
enz., 
dan krijgt men achtereenvolgens: 
1 ^1 IP < TT^r' I /(?i) IP < I /(5) IP < 1 '^'«^™" IP 
f^3 = — 7777T' ?3 + ^3 = ?4> 
I " m IP 
.. I I. I / ( ^ l ) P ^ 1 1 //K \ I 
met I Al IP = 1777771- < riz;^~TY • I /(?i) IPJ 
. I ƒ 1̂ 1,1 IP I " " m |p 
I 52 IP < ^ ^ ; I /(?2)p I < I /(?i) IP < 1 d'a: 
I Om |p 
r2„3m-3 
"''"^^'^ = i7(yX'^i"^r™^*'^^^^^^'' 
1 
1 ?3 jp < -. T ' I ̂ (^3P) I < i / ( y IP < I d'al'^-' jp 
I Om jp 
met I /J3 |p = I 777777- < I . m-l r • I /(53) |p, 
I ƒ l''3J |p I ""m IP 
terwijl ook (138) geldt voor ?i, %2> • • • • in plaats van 5. 
Er ontstaat dus de oneindige rij P-adische getallen 
/(?)»ƒ(§!), • . . . , ƒ ( ? . ) , . . . . 
met , _ ! , : - ^̂  ,. , ' 
(141) . . . . I d̂ aL»-̂  IP > 1/(5) IP > | /(?i) |p > . . . . > | ƒ(?,) |p > . . . . , 
waarvoor dus volgens het Gevolg bij II Stelling 2 geldt: 
(142) lim 1 ƒ(?,) IP = 0; 
VI De maat v/d verzameling van alle P-adische S-getallen 125 
terwijl voorts 
(143) . . . . lim I %i+i — ?,. IP = lim | A,- jp < C . lim | ƒ(?,) |p = O 
is, waarbij ^ 
C = . 
1dn^~^ 1 ' ' 
I " " » » | p 
Uit (143) volgt wegens II Stelling 5a, dat de getallen ?, naar 
een limiet ?* convergeeren. Deze limiet is blijkens (142) en II Stel-
ling 19 nulpunt van de veelterm f(x), zoodat 
1/(5*) | p = 0 . 
Hiermede is de eerste bewering van onze hulpstelling bewezen. 
B e w i j s d e r t w e e d e b e w e r i n g : 
Voor I > 2 is 
5—§, = ( ? — ? i ) + ( 5 i — 5 2 ) + . . . . + ( ? , _ ! — ? J = / ï + / ï , + . . . . + /i,_i 
en dus 
< max 
? — ?j IP < m a x ( | h |p, 
ƒ'(?) 
en dus wegens (138) met §, ?i, 
< \m) 





I / ( ? I ) I P 
""m |p 




I daZ-' I 
zoodat wegens (141) volgt 
(144) ? — § d p < 
l/(?) 
dal 
We merken thans op, dat 
%—%*= ^hm (? — ?,) 
l—V c o . . . 
en dus wegens (144) 
| g — g * | p < p > q-e-d . 
I " " m | P 
In de vorige hulpstellingen werden de optredende grenzen voor 
| / (x) |p en I/'(x) IP steeds uitgedrukt in | d |p en | flm |p. We 
zoeken nu grenzen voor de uitdrukkingen | d^al"'~^ \p en | dall~^ |p. 
Uit de uitdrukking voor de determinant d in VI Hulpstelling 2 
^°^^** \d\<(2m— 1)1 m'-a^"'-^ en dus 
\d\p>-—-r> ((2m — 1)! m™ a^'»-^)-!. 
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Verder is ^ -
zoodat dus [Om] o 
( 1 4 5 ) . . . . 1 > | , ^ - a - - - ! , > ( , , _ ' , ) , „ . . » - ' " ^ ' ; 
< ' * ' • • • • > > i * ' : " ' i ' > ( j ^ ^ ^ - - " - " " -
We bewijzen nu de volgende hulpstelling: 
VI Hulpstelling 5: Zij f(x) van de graad m> l en van de 
hoogte a > l en zij V(/) de verzameling van de getallen 5 uit K(P), 
waarvoor 
| / ( , ) | p < . a - ( 0 < ^ < C . ( ^ ) = ( 2 ^ ^ \ y j ^ 2 m 
is, dan is de uitwendige maat van V(/) 
(147) II V( / ) | | < C2(m) ^ - « " - 2 (C2(m) = m(2m — 1)! m™). 
B e w i j s : G e v a l 1. Zij m > 2. Uit 
I/(5) IP < (la-̂ ™ (|x<Ci(m)) 
volgt, dat zeker geldt: 
I ƒ(?) IP < Ci(m) a-"»+' < | d^Um^"^'^ | P ; 
en dus behoort volgens VI Hulpstelling 4 bij iedere % met 
I f(%) IP < lia-'™ een 5* met 
ƒ ( ? * ) = O, 
(148) | 5 — ? * | p < 
^a-7m 
"^rïp' 
De verzameling der getallen 5 met (148) vormt een takver-
zameling om ?* en volgens V Definitie 5b is de maat daarvan 
hoogstens gelijk 
-—~f- < ii(2m — 1)! m ^ a ^ ^ - s . 
I "flm |p 
Daar er hoogstens m verschillende %* bestaan met ƒ(?*) = O, )̂ 
)̂ Het bewijs dezer uitspraak is zeer eenvoudig. Is §* wortel, dan bevat 
het polynoom f(x) = f{x) — ƒ(?*) blijkbaar de factor x — %*; dus 
f(x) = (x — 5*) 7(x). De factor x — \* wordt slechts nul voor x — ?*. 
K(P) is een gewaardeerd lichaam en uit de waardeeringseisch (II) van I Defi-
nitie 3 volgt, dat het nul zijn van een product het nul zijn van minstens 
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is V(/) dus deelverzameling van een verzameling bestaande uit 
hoogstens m zulke takverzamelingen, zoodat we voor de uitwendige 
maat van V(/) vinden: 
II V( / ) | | < mjA (2m— 1)!m"'a-^"'-^ = ^(m) jw-^^-a < C2(m)(i.a-^'"-^ 
met 
C2(m) = m(2m — l)!m™, q. e. d. 
G e v a l 2. Zij m = 1, dus 
f(x) = Oo + OiX (a = max (| a^ \, \ a^ \)), . 
dan volgt uit 
/(5 + / i ) = / ( ? ) + ^ / ' ( ? ) 
met h = — —— en %-\r h = %i 
/ ( y 
de betrekkingen | /(?i) |P = i ƒ(? + A) |P = O 
en 
I r r I I I, I 1 *(5' IP 
I ? — ?i IP = I n IP = rTTTZTT' 
1 ƒ '̂iJ IP 
waar ?i het nulpunt van f(x) voorstelt en 
l / ' (?) |p = | a i | p > -
a 
is De punten ? met 
| / ( ? ) | p < ^ a - ' ( 0 < ( x < C i ( l ) ) 
voldoen dus aan de ongelijkheid 
'^ ^̂ '̂  i m i p < 2 "'^ • 
a 
We hebben dus a fortiori 
l |V( / ) l | < |xa-« = Ca(l)(xa-*, 
d. w. z. (147) geldt ook voor m = 1. 
VI Hulpstelling 6: Bij het vaste natuurlijke getal m > 1 worde 
het positieve getal (i < Ci(m) = — ,^,„ „ willekeurig gekozen. 
(2m — 1) Pm "̂* 
één der factoren tengevolge heeft. Eventueele verdere wortels van f(x) zijn 
dus ook wortels van f(x), waarop we dezelfde redeneering kunnen toepassen. 
Het polynoom /(x) bevat dus evenveel lineaire factoren als wortels en dus 
hoogstens m. 
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Is f(x) van de graad m en de hoogte a > 1, dan beteekene V(/) de 
verzameling aller x in K(P) met 
\f(x) IP <(xa- ' ' " 
en VTO(M') de somverzameling der verzamelingen V(f), die men ver-
krijgt, als f(x) alle veeltermen van precies de m^^ graad met geheele 
rationale coëfficiënten en met niet nul zijnde discriminant doorloopt. 
B e w e r i n g : 
(149) . . . . WJM < C3(m)[. (C3(m) = 3™+im(2m - l)!m™?(4)). 
O p m e r k i n g : Ci(m) beteekent het getal uit VI Hulpstelling 5, 
B e w i j s : Daar bij ieder natuurlijk getal a hoogstens 
(2a + l)'»+i < (3a)™+i 
veeltermen van de graad m en met hoogte a mogelijk zijn, is de uit-
wendige maat van Ym(v) volgens VI Hulpstelling 5 dus hoogstens 
II Vjix) 11 < Z 3^+ia^+i C2(m) [la-*"'-^ 
( t = i 
en daar m^ l is, is zeker 
00 
II V^(jx) II < 3™+i C2(m) vZo-^= 3™+i C2(m) ix?(4) 
= C^(m)v. (C^(m) = 3™+! m(2m — l)!m™?(4)), 
waarmee VI Hulpstelling 6 bewezen is. 
Zonder bewijs )̂ volge nu 
VI Hulpstelling 7: Zij 
p(x) = Oo + OiX -f + a„x™ 
een veelterm met geheele rationale coëfficiënten van de graad m > 1 
en de hoogte a > 1, die in het lichaam der rationale getallen ont-
bindbaar is: 
p(x) = (a'o + o\x + . . . . + a'^.x™') q(x), 
waar a'o + a'iX + + a'^-x™' een veelterm is van de graad m' 
(O < m' < m) en hoogte a', terwijl de G. G. D. der getallen a'o, a'i, 
. . . . , a'm' gelijk 1 is, dan geldt: 
waar TI slechts van m afhangt. 
^) Deze stelling met het bewijs ervan, vindt men n.l. in: C. SIEGEL, 
„Approximationen Algebraischer Zahlen", Math. Zeitschrift 10 (1921), blz. 
173—213, speciaal blz. 176. 
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O p m e r k i n g : Uit SIEGEL'S bewijs volgt onmiddellijk, dat 
-— kan genomen worden. 
m 
VI Hulpstelling 8: Zijn m en k natuurlijke getallen en wordt gesteld 
dan is 
- . < H (̂ ^̂ î '̂ ))̂  (m>Uk>\). ml) \mlj 
k log 2 
Bewijs: A>^ ^ - (k>2), 
(4—1) log 2 
dus zeker 




log 1 + log 2 + . . . . + log /c 
4 > - ^ ^ , 
log(/c!) 
4 log (4!) —/c log 2 > 0 
(150, f > l . 
Voorts is voor even k 
k k ^ k , k ^ k ^ k k ^ k k 
2 2 + ^ 2 ^ 2 ^ ' -2^ 2 + 2 - ^ 2 + 2 /c 
T ' ' H ^ ' ' A + 2'̂ '/c + 3''A + 4''---*''^/r-:^2"''24-l' ' l '"^ 
k breuken > 1 
en voor oneven k evenzoo 
k—l , k—\ , 4 - 1 ^ k—l ^ k—l yt+1 
- 2 - + 1 - 2 - + ^ - ^ + 2 - 2 - + 2 - 2 - + - 2 - . 
X—r—^—X—. . „ X—. , ^ X X —--. : X — > 1 k k + l k + 2 k + 3 2k—l k 
2" ~~2~ 2 ~2 
k breuken > 1 
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Door vermenigvuldiging der overeenkomstige leden van (150) en 
(151) ontstaat: 
(k+ 1) . . . . (2/c—1)F 
dus 
(̂ )̂̂  > 1 
(2/c—1)!F-
dus ook voor m > 1 
(kiy^ 
> 1 , 
> 1 
((2/c—l)!)™/c2™ 
en dus stellig 
S7>1 ' 
((2/c —l)P;c2*)* 
d. w. z. „, 
(/c!)""(Ci(/c))^ > 1 voor /c > 2 . 
Daarentegen is voor k = l 
m 
(A!)"" (Ci(/c))r = 1. 
Dus is voor /c > 1 
(Ci(/c))7> -
VI Hulpstelling 9: .̂ z; O < € < 1 e/z zy m een natuurlijk getal 
> 1, zij Wm(e) <̂e verzameling aller getallen x uit K(P), waarbij 
zich een veelterm f(x) van de graad /n > 1, met geheele rationale 
coëfficiënten laat aangeven, zoodanig dat 
I /(^) IP < C,(m)e".a-'« (c,(m) = ^ ^ ) , 
ivaar a de hoogte van f(x) beteekent, dan is 
II W™(e) II < Qc, 
waarin 
(152).... Cg = i §'-^] (€# ) = 3"+' 4 (2/c - 1) Ik^ ? (4)). 
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Bewijs: S c h r e d e l : Z i j f(x) een willekeurige veelterm van 
precies de m'^^ graad met geheele rationale coëfficiënten. 
Er bestaat dan een ontbinding . 
f(x) = h f,(x), 
1=1 
waarbij g > 1 is en 
fiix), f2(x), , /,(x) 
q veeltermen in x zijn van de graden 
mi, ma, . . . . , mg, I Z nii = m 
alle met discriminant ongelijk aan nul en met geheele rationale 
coëfficiënten.') Indien a'" de hoogte van fi(x) voorstelt, dan is 
volgens VI Hulpstelling 7 
ml 
a ' " < — a. 
mil 
S c h r e d e 2: Ziji^ een getal met 
(153) 0<ix<C4(m) = ( —l™, 
'm!/ 
dan is 
-^ (C,(k))T (k = l,2, ...., m) 
ml' 
volgens VI Hulpstelling 8. 
Uit (154) met k = mi (1 = 1, 2, , q) volgt 
(155) (.'" < p - Ci(mO. 
\ml/ 
') B e w ij s: Door volledige inductie naar de graad van f(x) vindt men 
Kx) = IIfi(x), 
waar /j(x) irreducibele veeltermen in x met geheele rationale coëfficiënten 
zijn; we behoeven nog slechts te bewijzen, dat de discriminant van elke /j(x) 
niet nul is. Was n.l. de discriminant van fi{x) nul, dan zouden volgens 
O. PERRON Algebra I (1932) Satz 115 blz. 206 /;(x) en fi{x) een gemeen-
schappelijke niet constante deeler d(x) met rationale coëfficiënten bezitten; 
daar /;(x) niet deelbaar op /j(x) is, zou d{x) een echte deeler van fi{x) zijn, 
zoodat volgens PERRON I.e. Satz 75, blz. 172 fi{x) een reducibele veelterm in 
X met geheele rationale coëfficiënten zou zijn, wat een tegenspraak oplevert. 
g* 
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Stellen we dus 
™' /m!V™' 
(156) 0<y.i=ii 
dan leert (155), dat 
(157) ^<Ci (m, ) 
is. 
S c h r e d e 3 : Zij thans x een punt van Wm(e) en zij f(x) een 
bij X behoorende veelterm met de in onze hulpstelling genoemde 
eigenschappen. 
Stellen we 
(158) (x = C4(m) e™, 
dan geldt dus 
(159) I f(x) IP < {ia-̂ ™. 
Voor minstens één der volgens schrede 1 genoemde factoren 
fi(x) geldt dan „̂  
I fi(x) IP < |J.»̂  a-''™; , 
want stel, voor alle factoren fi(x) gold 
mi 
| / ,(X)1P>(A™ a-"»z , 
dan zou 
fiix) IP > I 
1=1 1=1 
I f(x) IP = I nfi(x) IP = 77 1 /,(x) |p > (x '» a"^^™' 
dtis 
I/(x) IP >M.a-'™ 
zijn, hetgeen in tegenspraak is met (159). 
Er is dus minstens aan één der q ongelijkheden 
mi 
(160) \ f (x) Iv < i^'^ a-'^^i . (l <l<q) 
voldaan. 
Bedenken we thans, dat [x wegens e < 1 en (158) aan (153) 
voldoet. De betrekking (160) geldt voor minstens één waarde van 
/; uit (156) volgt voor deze l 
(161) I fi(x) IP < fx, {a»'}-'-^. • 
We hebben dus gevonden, dat bij ieder punt x van Wm(e) een 
l behoort met 1 < / < g, zoodanig dat (161) geldt, maar dit be-
teekent wegens (157) dat x tot de in VI Hulpstelling 6 gedefinieerde 
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verzameling Vm̂ ((Xj) behoort. (Men beschouwe deze hulpstelling 
met mi in plaats van m, (i, in pi. van n, a'" in pi. van a, V(/j) in pi. 
van V(/) en V„,,((x,) in pi. van V»(ii).) 
De totale verzameling Wm(e) moet dus begrepen zijn in de som-
verzameling der q verzamelingen 
YmMi) = Vmi [v.'- \~^ j (/ = 1, 2, . . . . , q). 
Daar de getallen 
mi, ma, . . . . , m, 
alle voorkomen in de rij der natuurlijke getallen < m, is dus 
WTO(e) in de somverzameling der m verzamelingen Vic(v-k) (k = 1, 
2, . . . . , m) begrepen, waar 
_ ï. (mïS!" 
(162) Vk = v-'^ \-j-A ' 
(Het getallenpaar (k, llj) voldoet aan de eischen van VI Hulp-
stelling 6, want k is een natuurlijk getal en uit (154) en (162) volgt 
t̂ * < Ci(/c)). 
We vinden dus na toepassing van VI Hulpstelling 6 
m k jmiyJk 
(163) II W„(€) II < ^ C,(k) (x»' -* . 
k=l \Kl/ 
Uit (158) en (163) volgt 
en dus wegens de definitie van C^ in (152) 
l|W™(e)|| < eC, 
(Cg wordt gedefinieerd door (149); de reeks 
C ^ g C3(fe) ^ g 3'-+^/c(2fe- l)!Pi;(4) 
' *-ri(/c!)"= i:ri (/c!)'»̂  
convergeert dus blijkbaar). 
Hiermee is VI Hulpstelling 9 bewezen. 
VII Hulpstelling 10: Zz; O < £ < 1 en zij W(e) de verzameling 
aller x uit K(P), waarbij zich een veelterm f(x) ^ O met geheele 
rationale coëfficiënten laat vinden, zoodanig dat 
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(164) | / ( ^ ) | p < ^ e ™ a - ' -
is, waar m > 1 de graad en a > 1 de hoogte van f(x) is, terwijl 
Ci(m) in VI Hulpstelling 9 gedefinieerd is, dan is 
irW(e) II < C5?(2)e, 
jvaar Cj de constante van VI Hulpstelling 9 beteekent. 
Bewijs: W(e) is blijkbaar te schrijven als 
W(€) = V WJ—) , 
waar Wm(e) in VI Hulpstelling 9 gedefinieerd is. 
Van elk der verzamelingen Wm(—rj is volgens VI Hulpstelling 9 
de uitwendige maat hoogstens Cg -—, zoodat 
m^ 
||W(e)|| < i C5-^=C5^(2)c. 
1 m^ 
Bewijs van VI S t e l l i n g 1*: Zij CW(€) de complemen-
taire verzameling van de in VI Hulpstelling 10 gedefinieerde ver-
zameling W(e), dan voldoen (zie (164)) alle punten x van CW(e) 
voor iedere beschouwde veelterm /(x) aan de ongelijkheden 
I f(x) lp > — ^ e» a-Y"' = T(m) a-Y'" (y < 7). 
m-™ 
De verzameling CW(€) bestaat dus uitsluitend uit S-getallen .(zie 
IV Definitie 3*) en wel die met Y < 7. 
De somverzameling B aller niet-S-getallen en aller S-getallen 
met Y > 7 is dus voor iedere willekeurige e > O geheel bevat in 
W(e); dus geldt volgens VI Hulpstelling 10: 
(165) | l ^ < | | W ( c ) | | < Q ? ( 2 ) e . 
De verzameling B is echter van de keuze van e geheel onaf-
hankelijk, dus ook het getal || B || > 0. Daar Cj van e onafhan-
kelijk is en (165) geldt voor iedere € > 0 , volgt dus onmiddellijk 
1 ^ 1 = O, d u s II B II = 0 . 
HOOFDSTUK VII 
DICHTHEIDSSTELLINGEN 
V o o r o p m e r k i n g : De inhoud van dit hoofdstuk behoort tot 
de stof van hoofdstuk V. In tegenstelling met hoofdstuk V echter 
wordt hier een stelling medegedeeld, waarvan het bewijs later zal 
verschijnen. Daar deze stelling bij de beschouwingen van hoofd-
stuk VI geen rol speelt, voor het bewijs der in hoofdstuk VIII 
geformuleerde resultaten echter essentieel is, vindt ze in dit 
hoofdstuk VII plaats. 
VII § 1. a. H e t b e g r i p d i c h t h e i d o p de g e t a l l e n -
r e c h t e . ^ ) 
VII Definitie 1: Zij m^% de uitwendige maat van de doorsnede-
verzameling A^r^ van de lineaire verzameling A met het interval 
m^fi 
ig,o: o < ( < p ( a < p), dan heet d̂ ĝ = d g (A) = '— de ge-
' ' p — a 
middelde uitwendige dichtheid (kort d i c h t h e i d ) van A i n h e t 
i n t e r v a l i^i^. 
VII Definitie 2 : Zij A een lineaire verzameling, x een reëel punt, 
al of niet tot A behoorend, dan verstaan we onder d e b o v e n s t e 
(resp. o n d e r s t e ) d i c h t h e i d v a n A in h e t p u n t x het getal 
d = d(x) = lim da(B (resp. d = d(x) = lim d^̂ g), 
als X c iĝ p, p — ot > O, p — a ^ O m. a. w.: d (x) (resp. d (x)) is de 
mAy^Q 
grootste (resp. kleinste) limiet, die het quotiënt hebben kan 
P — a 
voor een zich op het punt x samentrekkende rij intervallen i^o. 
O p m e r k i n g : I s d ( x ) = d(x), dan heet het getal 
d = d(x) =d(x) = d(x) 
de dichtheid van A in x. 
1) Zie Ene. d. Math. Wiss. Bd II 3, 2, blz. 988. Zie b.v. ook J. WOLFF, 
„Metriek van puntverzamelingen; Lebesgue-integratie", Mathematica (Zutphen) 
4e Jg. (1935) B, blz. 33—50, speciaal 36—37. 
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b. H e t b e g r i p d i c h t h e i d in K(P). . . 
VII Definitie 1*: Onder de dichtheid dg = d^ (A) ( > 0) van 
een verzameling A uit K(P) in een takver zameling E verstaan we 
het quotiënt van de uitwendige maat van de doorsnede AE en de 
maat van E, dus 
. I | A E | | 
dg =-.—r^. 
i l ^ II 
Zij a een willekeurig punt van K(P), dan is er bij iedere geheele 
a één en slechts één takverzameling vari rangnommer n, die « 
bevat (vergelijk gevolg 2 van V Stelling 4). We duiden de rij 
dezer takverzamelingen aan met 
E_i(a), Eo(a), E i (a) , 
Blijkbaar is || E„(a) || = p-" ^ 0 voor n ^ = o , zoodat de tak-
verzameling E„ „zich om het punt « samentrekt", als n ^ oo, We 
hebben nu 
VII Definitie 2*: Zij A een verzameling in K(P), a een wille-
keurig punt van K(P), al of niet tot A behoorend, dan verstaan we 
onder de b o v e n s t e (resp. onde r s t e ) d i c h t h e i d van A in 
he t p u n t a. het getal 
d(a) = lim d, („, = hm l̂ '̂ "̂̂ "-'̂ ^ ((resp. d(a) = lim d, ,„, = lim ^^^^"^"^1 
«->a; M^co II E„ (a j || y .^^^^ , , ^3^ || E„(oJ || 
O p m e r k i n g : Bestaat zelfs 
l i ^ l l A E » 
n^oo II E„(o) II 
dan noemen we deze waarde de d i c h t h e i d ds^(a) van de verza-
meling A in het punt a. 
VII § 2. D i c h t h e i d s s t e l l i n g van LEBESQUE. 
Een bekende stelling van LEBESQUE )̂ voor verzamelingen in het 
reëele en complexe gebied luidt: 
1) Zie voor 't bewijs dezer stelling o. a.: H. LEBESGUE, „Sur l'integration 
des functions discontinues", Ann. Sclent, de l'Éc. Norm. Sup. 3 (27) 1910, blz. 
405—407; zie ook W. SIERPINSKI „Demonstration élémentaire du théorème 
sur Ia densité des ensembles". Fund. Math. 4 (1923), blz. 167—171. 
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VII Stelling 1: Bij iedere verzameling A behoort een verzameling 
N met maat nul, zoodanig dat de dichtheid van A in elk punt « 
buiten N gelijk aan l of O is, naar gelang a al of niet in A ligt. 
Het analogon van deze stelling in K(P) luidt: 
VII Stelling 1*: In het lichaam der P-adische getallen behoort 
bij elke verzameling A een verzameling N met maat nul, zoodanig 
dat de dichtheid van A in elk punt a. buiten N gelijk aan l of O is, 
naar gelang a al of niet in A ligt. 
Het bewijs van deze stelling is niet in dit proefschrift opge-
nomen, doch wordt, zooals in de inleiding reeds is vermeld, binnen-
kort elders gepubliceerd. 
VII § 3 . D i c h t h e i d s s t e l l i n g van KNOPP. 
Later dan LEBESQUE heeft zich o. a. KNOPP )̂ met de dichtheid 
van (reëele) puntverzamelingen bezig gehouden. Hij bewees o. a. 
de volgende stelling, die in VII Stelling 1 is bevat: 
VII Stelling 2: Is van een in een interval ab gelegen verzameling 
A de dichtheid d in-ieder deelinterval i van ab kleiner dan 0 ( 0 < 1 
en onafhankelijk van i), dan is A een verzameling met maat nul. 
Het analogon van deze stelling in K(P) luidt: 
VII Stelling 2*: Is van een in een takverzameling E gelegen 
verzameling A de dichtheid d^u) in iedere deeltakverzameling E '̂' 
van E kleiner dan 0 ( 0 < 1 en onafhankelijk van E'*'), dan is A een 
verzameling met maat nul. 
V o o r o p m e r k i n g : Het is gemakkelijk in te zien, dat VII 
Stelling 2* in VII Stelling 1* is vervat, evenals ook VII Stelling 2 
in VII Stelling 1 ligt opgesloten: 
Bewijs van VII S t e l l i ng 2*: Volgens het gegeven is voor 
elke deeltakverzameling E**' van E 
1) E. JACOBSTHAL U. K . KNOPP, Sitzungsberichte Berliner Math. Gesell-
schaft, 14 (1915), blz. 121—125. 
K. KNOPP, „Mengentheoretische Behandlung einiger Probleme der dio-
phantischen Approximationen und der transfiniten Wahrscheinlichkeiten", 
Math. Ann. 95 (1926), blz. 409—426, speciaal blz. 412—413. 
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als a. een willekeurig punt van E is en . . . . , E--i(«), Eo(a), Ei(a), . . . . 
de takverzamelingen om a zijn, geldt dus: 
j^| |M«LA!l<e<i, 
n^co \\ E„(a) II 
zoodat in elk punt « van E de bovenste dichtheid kleiner dan 1 is. 
Volgens VII Stelling 1* bestaat een nulverzameling N, zoodanig 
dat voor alle punten a van A — NA de dichtheid (en dus ook de 
bovenste dichtheid) gelijk aan 1 is. 
Volgens het bovenstaande is dus A — NA leeg en dus A g N, 
waarmee aangetoond is, dat A de maat nul bezit, q. e. d. 
O p m e r k i n g : KNOPP bewijst zijn stelling rechtstreeks (zonder 
beroep op de stelling van LEBESQUE). We willen dit bewijs P-adisch 
overdragen: ' 
2e Bewijs van VII S t e l l i n g 2*: Blijkens het gegeven 
geldt voor de uitwendige maat van de doorsnede AE*": 
(166) p^E<'^|| < O II E«||. 
De uitwendige maat van AE*'' is voorts de onderste grens van 
alle getallen || O ||, waar O alle AE *̂̂  overdekkende open verzame-
lingen doorloopt, d. w. z. bij gegeven € > O is steeds een open 
verzameling O' 3 AE*'* te vinden, zoodanig dat 
' | | 0 ' | ! < | | A E < ^ > | | +e . 
Voor de doorsnedeverzameling ïï' = O'E, die eveneens AE'*^ 
overdekt en ook open is, geldt dus eveneens 
II n' ||< II AE«[ | +e. 
Hieruit volgt bij geschikte keuze van e wegens (166) oimiiddellijk 
II £2' | | < O II E<'>|| ( 0 < 0 < 1). 
Heeft de open verzameling SI' de normaalvorm Ï2' = ^ E ,̂ 
dan is dus ^ 
V | | E j | < 0 | | E ^ ' - ) | | ( 0 < 0 < 1 ) . 
V 
In ieder der takverzamelingen E,̂  geldt nu weer voor de uit-
wendige maat van AE^: 
II A E J I < 0 II EJ | . 
Door op de doorsnede AE^ (C AE'**) een analoge redeneering 
toe te passen als op AE*'*, vinden we dat AE^ is te overdekken 
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met aftelbaar veel takverzamelingen Ê ,̂  (X = 1, 2, . . . . ) , zoodanig 
dat voor iedere v geldt: 
^ N | E V X I I < Q | | EVII-
X 
Dan is echter de deelverzameling AE**' van A te overdekken met 
aftelbaar veel takverzamelingen Ê ,̂ , zoodanig dat 
2:^\\ E.Al|<ë v | | E j | < 0 ' l | E">|| 
is. Dus is 
| | A E " ' | | < 0 ' | | EC'H, 
zoodat derhalve voor de dichtheid d^U) geldt: 
en dus ook, wijl 0 willekeurig weinig grooter is dan 0, 
d^w < e\ 
Door het voorgaande n maal toe te passen vindt men dus 
d^d) < 02", 
en daar 0 < 1 is en « willekeurig groot is, volgt 
d^w = O, 
d. i. de verzameling A heeft de maat nul, q. e. d. 
HOOFDSTUK VIII 
DE MAAT VAN DE VERZAMELING DER 
P-ADISCHE S-GETALLEN MET Y = 1 
VIII § 1. S t e l l i n g v a n K h i n t c h i n e . 
In 't reëele gebied bewijst KHINTCHINE )̂ de volgende stelling: 
VIII Stelling 1: Ieder getal x tusschen O en 1, met uitzondering 
van een verzameling met de maat nul, voldoet aan de voorwaarde, 
dat bij willekeurige e >0 en geheele positieve k steeds k + l geheele 
rationale getallen q >0, Pi, P2, . . . . , Pk te vinden zijn met 
9 
< f (1 < t' < k). 
q'^T 
Deze stelling kan men wegens I I I Definitie 2 ook als volgt 
uitdrukken: 
VIII Stelling 2 : De verzameling der getallen x met de eigen-
schap, dat zich een geheele /c > 1 laat kiezen, zoodanig dat het 
getallensysteem 
Af "f • * * * f A 
extreem is, heeft de maat nul, 
Daar voorts volgens IV Stelling 2 voor de S-getallen x met 
Y = 1 het getallensysteem 
X, x^, . . . . , X* 
voor iedere /c > 1 extreem is, volgt dus uit VII I Stelling 2 de 
volgende tegenhanger van VI Stelling 1: 
VIII Stelling 3 : De verzameling van alle S-getallen met Y = 1 
heeft de maat nul. 
O p m e r k i n g : We vestigen de aandacht op de Opmerkingen 
onder IV Stelling 1 en VI Stelling 1. 
1) A, KHINTCHINE, „Zwei Bemerkungen zu einer Arbeit des Herrn PERRON", 
Math. Zeitschr. 23 (1925), blz. 280—284. 
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VIII § 2. Ana loga der s t e l l i n g e n van VIII § 1 in K(P). 
VIII Stelling 1*: Alle geheele getallen a uit K(P) met | « |p< 1, 
met uitzondering van een verzameling met de maat nul, voldoen aan 
de voorwaarde dat bij willekeurige £(0 < e < 1) en geheele positieve 
k steeds k+1 geheele rationale getallen Po>0, pi, p^, ...., p^ 
te vinden zijn met 
(167).. I po«* - Pi 1P< - ^ (' = 1' 2' • • • Y ^ \ 
pi+t \P = max (I Po L • • • • I P* 1)/ 
Het bewijs van deze stelling, dat nog al eenige plaatsruimte 
inneemt, verschijnt binnenkort in een afzonderlijk artikel. Bij dit 
bewijs speelt VII Stelling 1* een rol. 
O p m e r k i n g . Zij t een geheel getal. Door substitutie van 
a = P'p (f < co) in de ongelijkheid (167) gaat deze over in 
(168) I Po P" P' - P . |p < A (' " ^' ^M * • i' ^' I u). 
pi+j: \p = max (I Po |, . . . • I P/c !),/ 
Door Po P" = Po*, Pi = Pi*, en €* == eP'î ^+D. te stellen, waar-
door tevens 
p* = max (I p,* I) < P*' max (| p^ |) < P«* max (| p^ [) = P<* . p 
wordt, gaat (168) over in 
eP'<*+i' e* /;• — 1 2 k\ 
Po P P i P ^ 1 1 c\ -i ; > 
(P*)'+T (P*)^+T \^ = O, 1, . . . . k) 
zoodat met VIII Stelling 1* tevens is bewezen: 
Voor iedere vaste t< ^ voldoen alle getallen p uit K̂  (dus met 
I p |p< P') met uitzondering van een verzameling U(t) met de maat 
nul, aan de voorwaarde, dat bij willekeurige e (0< e < 1) en geheele 
positieve k, steeds /c + 1 geheele rationale getallen Po > 0 , Pi, . . . . , p^ 
te vinden zijn met 
1 P o p ' - P i \ v < - - , {'^^'^';,*• *,'^' , ,A • 
pi+l \p = max (I Pol, . . . . | p , 1)/ 
Stelt men 
U = U(1) +U(2) + • . . . , 
dan is U blijkbaar een verzameling met maat nul. Is p een getal 
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uit K(P) buiten U, dan kan men een ï > 1 zóó bepalen, dat p 
tot K( behoort. Daar p buiten U ligt, ligt p ook buiten U((), 
zoodat bij elke e (O < e < 1) en elke geheele positieve k steeds 
/c + 1 geheele rationale getallen p,, > O, pj , ..... p^ te vinden 
zijn met 
11 ^ i, 2, , . . ,, K, \ 
pi + j \P = max (I Po 1 , \ Pk \)) 
Uit bovenstaande volgt: 
VIII Stelling l*a: Er bestaat een P-adische verzameling U van 
de maat nul, zoodanig dat voor ieder getal p uit K(P) buiten U bij 
willekeurige e (O < e < 1) en geheele positieve k steeds k-\- l geheele 
rationale getallen Po> O, p^, . . . . , p^ te vinden zijn met 
n R' n I <- [1=1,2, . . . . , k, 
PoP Pi |p ^ 1 j j i+j ' p = m a x ( | p o | , , - | P J : | ) / 
Deze stelling kan men wegens I I I Definitie 2* ook als volgt 
uitdrukken 
VIII Stelling 2*: De verzameling der getallen p uit K(P) met 
de eigenschap, dat zich een geheele /c > 1 laat kiezen, zoodanig dat 
het getallensysteem 
1, p, p-̂  . . . . , p* 
extreem is, heeft de maat nul. 
Daar voorts volgens IV Stelling 2* voor de P-adische S-getallen 
p met Y = 1 voor iedere /c > 1 het getallensysteem 
1, p, p2, . . . . , p* 
extreem is, volgt dus uit bovenstaande onmiddellijk de volgende 
tegenhanger van VI Stelling 1*: 
VIII Stelling 3 * : De verzameling van alle V-adische S-getallen 
met Y = 1 heeft de maat nul. 
O p m e r k i n g : We vestigen ook hier de aandacht op de op-
merkingen onder IV Stelling 1* en VI Stelling 1*. 
ZUSAMMENFASSUNG 
In dieser Dissertation werden Analoga zu verschiedenen wich-
tigen Problemen aus dem Gebiete der Diophantischen Approxi-
mationen und der Masstheorie im Körper K(P) der P-adischen 
Zahlen betrachtet. Nachdem in Kapitel I die Theorie der Be-
wertungen und bewerteten Körper kurz zusammengefasst ist, wer-
den in Kapitel II die P-adische Bewertung und die P-adischen 
Zahlen vom Standpunkt der Bewertungstheorie aus definiert 
(KÜRSCHAKsche Methode). Für spatere Zwecke wird gezeigt, dass 
K(P) ein metrischer und topologischer Raum ist (II Satze 11 und 12). 
In Kapitel I I I wird das MAHLERsche P-adische Analogon zum 
bekannten MiNKOWSKischen Linearformensatz formuliert (III Satz 
1*) und zum Beweise der P-adischen Analoga zweier Satze über 
Naherungsformen und Naherungsbrüche von DIRICHLET und 
KRONECKER angewandt (III Satz 2* und III Satz 3*). Weiter 
wird in I I I Satz 4* das Analogon des PERRONschen Satzes, dass 
die Koeffizienten a ,̂ a.^, . . . . , «„ einer extremen linearen Form 
n 
XQ + 21 «v^v sm extremes Zahlensystem bilden, bewiesen. Schliesslich 
v = l 
wird für den Beweis des Analogons zum KniNTCHiNEschen Satze, dasz 
n 
die lineare Form XQ + ^ a^x^ extrem ist, wenn ihre Koeffizienten 
v = l 
Oj, Oj, . . . . , a„ ein extremes System bilden, verwiesen auf einen 
neuen Beweis von K. MAHLER für diesen KniNTCHiNEschen Satz. 
In Kapitel IV wird die MAHLERsche Klasseneinteilung der trans-
zendenten Zahlen in A-, S-, T- und U-Zahlen sowohl im Gebiet 
der komplexen Zahlen, als auch in K(P) behandelt. Insbesondere 
werden die P-adischen S-Zahlen (IV Definition 2* und 3*) und 
speziell diej enigen mit Y = 1 (Bemerkung zu IV Satz 1* und 
IV Satz 2*) betrachtet. In Kapitel V wird eine Masstheorie der 
P-adischen Zahlen entwickelt, ganz analog der von W. FELLER 
und E. TORNIER für den BAiREschen Nullraum. Diese Masstheorie 
in K(P) führt zum Beweis des folgenden Satzes (Analogon zu einem 
MAHLERschen Satz): „Das Mass der Menge aller P-adischen Zahlen, 
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die keine S-Zahlen sind, ist Null". In Kapitel VIII wird berichtet, 
dass auch der KniNTCHiNEsche Satz: „Das Mass der Menge aller 
S-Zahlen mit Y = 1 ist gleich Null", auf den Körper K(P) über-
tragen werden kann. Zum Beweis dieses Satzes (VIII Satz 3*) 
braucht man aber gewisse Dichtigkeitssatze. Diese werden deshalb 
in Kapitel VII behandelt, wo Analoga bekannter Satze von LEBESGUE 
und KNOPP in K(P) abgeleitet werden. Die Beweise der Analoga 
zum LEBESGUEschen Dichtigkeitssatz und zum KniNTCHiNEschen 
Satz (VII Satz 1* und VIII Satz 1*) werden der Raumersparnis 
halber nicht in der Dissertation gegeben, sondern sollen demnachst 
in einer getrennten Note veröffentlicht werden. 
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